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1 日常にある熱力学

「生命とは何か」という質問は多くの人が明らかにしたいと考えている命題
でしょう。生命を考えるとき、人間などの個体を対象とすると考えて来たが、
その個体を形作っている多数の細胞にも固有の生命があることが発見されて
います。生命現象はあらゆる次元（サイズ）で行われているようである。生
きている「個体」という観点から見れば、多くに人間が存在する社会も、そ
の社会の集まりである国もまた生命体と呼べるかもしれない。非常に現代的
な問題だと思う。
その問題を考える時にまずは驚くのはその生命体の中に存在する構成子

の数は圧倒的に多い。水１グラムを集めて来てもその中にはほぼアボガドロ
数（6× 1023)だけの水の分子が存在している。このアボガドロ数の自由度を
持つ物体がどんな性質を持つかという質問をするとすると、それを個々の構
成子の性質から議論していくのは明らかに無理がある。水分子の性質を積み
上げていくだけではなくて、全体としてどんな圧力でどんな温度でどんな大
きさを持っている時にどんな機能を持つのかという質問が適している。そん
なマクロな世界の「運動」を記述出来るのが熱力学である。
その意味では、熱力学ほど日常に近い学問はない。温度が高いとか低いと

いう言葉は常に使う。夏になると触るものは全てが熱く、全てが同じような
温度を持っていると経験する。一方冬には触るもの全てが冷たい。それもほ
ぼ同じ温度を持っているようである。温度は一定になるもののようである。
なぜか。次には、そんなに温度の話しをするのに温度を定量的に表現するの
はかなり厄介である。熱力学は粒子数が天文学的な数（アボガドロ数）の粒
子が集まった系の物理であり、一つ一つを追いかけるのではなくて、全体の
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状態を記述しようと言うものである。それだけ、つかみ所がないところが欠
点であり、物理学者の最も苦手とする学問と言える。それだけ、全体をざっ
くりと見て議論をするのを得意とする生物の人たちに取っては、案外理解し
やすい学問かもしれない。当然、しっかりと考えの基本を教えてもらう必要
がある。
この授業で絶対に分かって欲しいことは、エントロピーである。この言

葉（概念）は日常にはほとんど出てこない。しかし、多数の自由度が絡むマ
クロな系ではこれほど重要な物理量はない。少数系ではエネルギーが支配的
であり、安定状態はそのエネルギーが最小の状態が実現される。しかし、粒
子数が天文学的で温度が高い時にはそれよりはエントロピーが最大の状態が
実現される。ただ、概念的に難しいので日常にはエントロピーはあまり使わ
れない。しかしもっとこの概念がエネルギーと同じように常に使われるべき
であると考える。
ただ、エントロピーが増大することは重要な事実である。生物は自らで

このエントロピーをコントロールすることで生命現象を持続している。自分
の部屋を見てみよう。生活をするために色んなものが家に持ち込まれる。溜
め込んでいくとあっとゆう間に乱雑になる。この乱雑さがエントロピーであ
る。一番安定な状態である。しかし、これでは快適さが失われる。エントロ
ピーを減らして整頓する必要がある。そのためにはいるものといらないもの
を自らで働いて分けていらない分を外に放出する必要がある。このようにす
ることでのみ家の中が快適な生活空間になる。まさしく一つの生命体である
人間である個体はこの活動を日常的に行っている。
したがって、生命現象を理解するにはエントロピーを理解することが最

も重要である。次には、ある程度の温度で生活している生命体はこのエント
ロピーが必要不可欠である。このエントロピー（乱雑さ）のお陰で生物の運
動は自然である。ロボットの動きとここまで違うのはエントロピーのお陰な
のである。生物体はちっぽけな細胞の集まりであるが、ロボットはモーター
とか金属片がくっ付いている。動きがロボット的なのは機能だけが設計され
ていて無駄がないからである。生物体は無駄が一杯有るからスムーズなので
ある。
ところで、熱力学は非常に難しい。つかみ所がない。私自身は熱力学が学

生の時には全然理解出来なかった。今になってみると、私が理論思考だから
熱力学が難しかったのかもしれない。むしろ、天文学的な粒子の集まりが生
み出す現象を記述する方法であると考えることが大事なのであろう。ニュー
トン力学を捨てる所から話しを始めるべきなのであろう。生物を志す人の方
がうまく理解出来るかもしれない。
私も頑張ってみるので、学生の皆様の是非考えながらついて来て欲しい。
なおこの講義ノートは土岐のHPにおかれています。自由に downloadし
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て使ってください。
http://www.rcnp.osaka-u.ac.jp/∼toki/thermodynamics.pdf

2 熱平衡状態

2.1 熱平衡と温度

この講義では砂川重信の熱力学の本を使用する。この講義では通常我々が経
験する温度や熱についての力学を明らかにする。さらには、簡単な練習問題
をやりながら、熱力学で出てくる問題にも慣れるようにしたい。[1] 少し違
う角度から表現している本としては宮下精二の熱力学の本がある。この本も
参照しながら講義ノートを作っていく。[2]さらに微少量の関係の議論には微
分積分の概念を必要とする。私（土岐）の微分方程式の解法が役に立つ。[3]

熱と温度の違いをまずは理解する。
１。熱はある温度の物体に内在するエネルギーである。
２。温度はある物体の熱的状態を指定する物理量である。

その理解のために次の公式を導入する。

Q = mCT (1)

ここで、C は比熱と呼び、１ grの物体を温度を１度上昇させるのに必要な
熱量Qを与える。水の比熱は C = 1cal/gr · degである。したがって、この
式の意味は質量がmで比熱がCの物質が温度 T の時にQの熱エネルギーを
持つとする。これを理解するために二つの問題をまず考えてみる。

例題１：10◦Cの水 10grと 20◦ Cの水 10grを混合させるとき、全体として
20grの水は何度になるか。
答え：最終温度をTとする。Qをエネルギーと考えてエネルギーのやり取り
を考えることにする。
（得るエネルギー）=10×1 × (T − 10)
（失うエネルギー）=10×1 × (20 − T )
これらが等しくなるには T=15◦Cとなる。

例題２：10◦Cの水 10grと 20◦Cの水銀 10grを混合させるとき、最終温度は
何度になるか。ただし、水銀の比熱はC = 0.03cal/gr · degである。
答え：最終温度を T とする。
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（得るエネルギー）=10×1 × (T − 10)
（失うエネルギー）=10×0.03 × (20 − T )
これらが等しくなるには

T − 10 = 0.03(20 − T ) (2)

T = 10.6/1.03 = 10.3

自分でやってもらうために二つの問題を書いておく。
問題１：10◦Cの水 10grと 50◦Cの水銀 100grを混合させるとき、最終温度は
何度になるか。ただし、水銀の比熱はC = 0.03cal/gr · degである
問題２：20◦Cの水 100grと 50◦Cの水 500grを混合させるとき、水は何度に
なるか

次には温度を定義する。これまでの議論では二つの物質を混合すると二
つの物質ともに同じ温度になることを暗に仮定していた。しかし、このこと
は日常の生活の中で抵抗なく受入れることができるだろう。このことが言っ
ているのは、時間が経てば全てのある系の中に含まれる全ての物質の温度は
共通になることが一番自然界において安定な状態であるといえる。このこと
を理解する必要がある。今は、その事実を受入れておくことにしよう。この
ことを理解することが熱力学の本質といえる。
温度の定義の仕方は、日常的には水の氷が解ける温度を 0◦Cとし、水が蒸

発する温度を 100◦Cと定義する。アメリカでは異なる温度の定義をするが、
ここでは触れないことにする。それよりはもっと物理学に取って重要なこと
は絶対温度と呼ばれる温度の存在である。これは気体の性質に関係する。す
なわち、気体の圧力を一定にして温度を変化させると温度とともに比例して
大きくなる。これを式の形に書くと次の関係が実験で発見された。

V = aT (3)

ここで、aは気体の性質や重さや体積に関係する量である。この関係を多く
の気体で測定すると、全ての気体が温度を下げると体積を小さくし、それが
完全にゼロになる温度が共通で存在するように観測される。その時の温度を
絶対ゼロ度と呼ぶ。その温度は摂氏では、

0◦K = −273◦C (4)

となる。絶対温度の単位としてはKを用いる。したがって、日常使われてい
る摂氏と絶対温度は次の関係になる。絶対温度での温度をT ◦Kとすると、摂
氏での温度である t◦Cとは次の関係になる。

T = 273 + t (5)
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例題を一つと問題を一つ書いておく。
例題１：　 30◦Cは絶対温度では何度か。
答え：　 273を加えれば良い。したがって、

(30 + 273)◦K = 303◦K (6)

問題１：　 450◦Kは摂氏では何度か。

2.2 理想気体の状態方程式

アボガドロ数は 6× 1023である。この数字がミクロの世界とマクロの世界を
結びつけている。すなわち、気体（原子や分子）をアボガドロ数個、集めて
くると 22.4lの体積をもつ。このように膨大な量の気体の性質として体積と
圧力と温度がある。熱力学はこのように多くの粒子が集まった系の性質を記
述する学問であると言える。
気体を箱に閉じ込める。その時にその気体の集団を規定する物理量は温

度 T と体積 V と圧力 P とモル数 nである。天文学的な系の表現するのにわ
ずかこれだけの量で指定出来るのは驚くべきことである。さらに興味深いの
はこれらの物理量の間に一つの関係式がある。その関係式をその気体の状態
方程式と呼ぶ。その関係は次のようになる。

PV = nRT (7)

ここでRは測定値でR = 8.3J/mol · Kである。熱力学の対象物質は気体の
場合が多いが、この関係式が成り立つ気体のことを理想気体という。

例題１: 酸素が１モルある時に温度が 0◦Cで気圧P が１気圧の時に体積V は
いくらか。
答え：１気圧は 1.013 × 105N/m2である。1J = Nmなので、

1.013 × 105V = 1 × 8.3 × (273 + 0) (8)

V =
8.3 × 273

1.013 × 105
= 22.4 × 10−3[m3]

したがって、V = 22.4lである。

問１：温度 0◦C、１気圧の酸素１ lの質量は 1.43grである。酸素を理想気体
として気体定数Rの値を求めよ。
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2.3 熱と仕事とエネルギー

熱はエネルギーの一種だが自由に他の力学エネルギーなどに変換出来ない。
これが熱力学が他の力学とは大いに違っている所である。熱がエネルギーで
あると結論するのに多くの努力を必要とした。決定的になったのはジュール
の系統的な実験である。位置エネルギーや運動エネルギーはニュートンの法
則や力学の考察でよく理解されていた。ジュールの実験では、色んな液体に
仕事を行いどれだけの熱が発生したかの測定を行った。その結果与えた仕事
量（エネルギー）W とそこから生じた熱Qには比例関係があることが判明
した。それを等価原理と呼ぶ

W

Q
= J = 4.2J/cal (9)

これで、ジュールという仕事の単位と calという熱の単位は同種のものであ
るということになった。つまり熱もエネルギーである。このように熱がエネ
ルギーの一種であると言う事実は非常に重要な発見である。
そこで、熱力学の第一法則が誕生する。つまりはこの式はただ単純に熱

はエネルギーと同じ物理量であると言っているだけである。ある体系の内部
エネルギーの増加分 (UB −UA)は外部から体系に移った熱量Qと外部がその
体系に行った仕事量W の和になる。これを式で表現しておく。

Q + W = UB − UA (10)

しかし、重要なことは熱という概念と他の力学で定義される運動エネルギー
や位置エネルギーとは別のものとして扱われていることである。

例１：20◦C, 50grの水を器に入れて熱し、200calの熱を加えると同時に水を
かき回して、84J の仕事をした。水の温度はいくらになるか。
答え：加えた仕事をカロリーに変える。

W/Q = 4.2J/cal (11)

Q = 84J/(4.2J/cal) = 20cal

したがって、水の系に入れられたエネルギーは

(200 + 20)cal = 50 × (T − 20) (12)

したがって、最終温度は T = 24.4◦C.
問１：ジュールの実験において１Kgrのおもりを１mつり上げた状態から、
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０mの所まで落ちていくエネルギーを利用して容器の中の液体の温度の上昇
を観測したとする。その時の液体に加わる熱エネルギーは何カロリーか。

熱力学の第一法則をもう少し理解しよう。物質の温度（物質の熱力学的
状態）を変化させる方法として熱を加えることが一つの方法である。もう一
つの方法はその物質系に仕事をすることである。ジュールの行ったかき混ぜ
るという行為は仕事をすることである。しかし、温度が変わったということ
は仕事をしたエネルギーが熱力学的なエネルギーに変換されて、物質の温度
が変わったと解釈される。このように熱と仕事を区別するのは、それぞれが
違う物理的な法則に従うことによる。このあたりを理解することが熱力学の
勉強の目的である。

3 第一法則の定式化

3.1 仕事と準静的過程

ここから、物理学としての熱力学を展開しよう。物理学にするというのは定
量的にするという意味である。恐らくは熱力学の本を開けると随所に微分形
式で色んな式が表現されている。特に、物理学では微少量の間には非常に簡
単な関係があることが基本になっている。そこで、以前に導入した熱Qと仕
事W と内部エネルギー U の関係を微少量で表すことにする。

δQ + δW = dU (13)

ここで、左辺にかかれた物理量は受け渡されるエネルギー量である一方で、
右辺にある内部エネルギーは積分した時にその積分の最初の値と最後の値の
変化量で状態の変化が表現出来る量だからである。
ここで二つの微少量が導入されていることに注目しよう。熱量や仕事量は

状態間で受け渡しをすることができる量である。社会生活におけるお金のよ
うなものである。その際の微少量を表現するのに δが使われている。一方で
内部エネルギーはその物質の持っている性質である。社会生活ではある人が
持っている財産のようなものである。この微小な変化はdを用いて表現する。
熱力学ではこの状態を表す物理量と状態を変化させるのに使われる物理量を
区別して表現する。熱力学の大切な物理量であるエントロピーを導入するの
にこの区別をしておくことは役に立つが、熱力学の初心者は違えて微少量を
表現していることにあまり気を払う必要が無いと思う。この受け渡しできる
物理量と状態を表す物理量に慣れてもらうために一つ例題を書いておく。
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例題１：財産を１億円持っている人が 5000円の手間賃を支払って１万円を獲
得した。この人の財産はいくらになるか。
答え：５０００円出して１万円を獲得したのだからその差額、５０００円が
財産に加わる。したがって、現在の財産は１億５０００円である。

問題１：熱量として５キロカロリーを加えたが仕事として１０キロカロリー
の働きをした。この人の内部エネルギーはいくら増加したか。

これから考えたいのは気体をあっためた時の気体を閉じ込めている系の
変化についての問題である。液体の時は温度が変化してもそんなにも体積は
変化しないが、気体の場合は PV = nRT の関係式があるので温度が上がる
ということは同時に体積も変化することを意味している。
体積が V のシリンダーに気体が閉じ込められている。地球上にそのシリ

ンダーがあり、実験が行われているとするとその系が安定に存在していると
いうことは外部が１気圧なので釣り合いのために、気体の持つ圧力は１気圧
である。その系に徐々に熱を加えていく。そうするとじっくりと体積が増加す
ることになる。体積は気体の状態を定義する物理量なので気体が１気圧で準
静的に仕事をして、体積が増大したと考える必要がある。その時の仕事量は

δW = −PdV (14)

と与えられる。すなわち、気体は仕事を受けたのではなく仕事をしたので符
号としては負のものを使う必要がある。さらには体積Vは状態を表す物理量
なのでその変化を dを使って表現してある。つまりは、微小な仕事量 δW の
仕事をその物質系が行ったので、体積である状態量が dV だけ変化したので
ある。
仕事がPdV と書けることを理解するために力学での仕事との関係を付け

ておく。圧力 P は単位面積あたりに働く力である。即ちある面積 S に力 F
が働いた時に圧力は P = F/Sとなる。この力でその面がある距離 x動いた
とすると、その力はW = F × xと書ける。面積が S のものが x動いたの
で体積は V = Sx変化したことになる。これを仕事の関係式に代入すると
W = PS × x = PV となる。xを微少量とすると V も微少量になる。した
がって、上の関係式が得られる。
この仕事の中身が体積が変化することであることを考慮して、上の式を

変更する。

δQ = dU + PdV (15)

この式の教えてくれているのは熱 δQを加えると内部エネルギーも増加する
が、体積も増加するということを言っている。一つの式で二つの量がどのよ
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うになるかは分からないので、さらにもう一つの条件を与えてやる必要があ
る。

等積過程
まずはこの実験で体積が増えないようにシリンダーのふたをきっちりと押さ
えてあるとする。そうすると、dV = 0なので、

δQ = dU (16)

となる。これは加えた熱は全て内部エネルギーを増やすのに使われるといっ
ている。U = mCT と与えられているので、有限にするために両辺を積分す
る。この微少量を積分するという概念になれよう。∫

δQ =
∫ U2

U1

dU (17)

これが両辺を積分するという意味である。これにより両辺が有限な値になる。

Q = U2 − U1 (18)

さらに、U = mCT とあたえられているので

Q = mC(T2 − T1) (19)

となる。ある大きさのQが与えられると温度が T1から T2に上昇する。これ
により最初の温度が分っていると最後の温度が分る。この条件を使ってジュー
ルは実験を行った。つまりは、仕事エネルギーが熱エネルギーに変換されて
その熱エネルギーが液体に与えられたことによって温度が上昇したのである。

等圧過程
次には圧力を一定にする場合を考える。即ち P は一定であるとする。丁度、
地球上で実験をしている場合である。シリンダーのふたは自由に動くように
なっていて、気体の圧力は１気圧のままであるとして熱を加えるのである。
この場合には

δQ = dU + PdV = d(U + PV ) (20)

がなりたつ。すなわち、この式を積分すると、ある熱Qを加えると最初に状
態が (U + PV )1だったものが熱を加えて (U + PV )2に変化するのである。

Q = (U + PV )2 − (U + PV )1 (21)
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この内部エネルギーと圧力と体積の積を足したものをエンタルピーと呼ぶ。
これをHと書くことが多いので、次の式を書いておく。

H = U + PV (22)

実験室ではこのエンタルピーという言葉がよく使われることになる。

断熱過程
熱を加えない場合には断熱過程である。この場合には δQ = 0なので、dU +
PdV = 0となる。外に仕事をする場合には内部エネルギーを減らす必要があ
る。仕事をしてもらう場合には内部エネルギーが増加する。これは日常生活
ではよく経験する。冷蔵庫はこの断熱膨張を使っている。即ち、気体をある
程度の体積にしておいて、勝手に膨張させると、その気体は体積を大きくす
るという仕事をするので自らの内部エネルギーを下げる必要がある。即ち温
度が下がるのである。

例題１：断面積が 3 × 10−3m2のシリンダー中に圧力 1 × 105N/m2の気体を
入れて、圧力を一定に保ちながら 100calの熱を加えたら、気体は滑らかに動
くピストンを 10cm動かした。気体が外にした仕事はいくらか、またこの時
の気体の内部エネルギーはどれだけ増加したか。
答え：

δQ = dU + PdV (23)

を使う。δQ = 100calである。 シリンダーが動いたので気体がした仕事は

PdV = 1 × 105N/m2 × 3 × 10−3m2 × 0.1m (24)

= 3 × 10Nm = 30J = 30/4.2cal = 7.1cal (25)

したがって、内部エネルギーの増加分は dU = 100cal − 7.1cal = 92.9calで
ある。これをジュールで表すと、dU = 390J である。

問題１：nモルの気体をとり、圧力P を一定に保ちながら、温度をT1から T2

に上げた時のこの気体のなす仕事を求めよ。また、温度 T を一定に保ちなが
ら体積を V1から V2にする時の仕事はいくらか。
答え：気体が外部になす仕事量を計算するには体積の変化を求める必要が
ある。

W =
∫ V2

V1

PdV = P (V2 − V1) (26)
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理想気体なのでこれらの体積を求めることができる。

PV = nRT (27)

を使う。Pが一定なので、V1 = nRT1/PでV2 = nRT2/Pである。したがって、

W = P (nRT2/P − nRT1/P ) = nR(T2 − T1) (28)

次には温度が一定で体積の変更を行うので、圧力が変化することを考慮
する必要がある。

W =
∫ V2

V1

pdV =
∫ V2

V1

nRT

V
dV = nRTlog

(
V2

V1

)
(29)

このように同じような質問だが、どのような条件で体積を変えるかで気
体が外部にする仕事の値は変わってくる。

問題２：１モルの理想気体の温度を 20◦Cに保ちながら、その圧力を 30気圧
から１気圧まで降下させた。このとき気体が外になした仕事はいくらか。
答え：

W =
∫ V2

V1

PdV =
∫ V2

V1

nRT

V
dV = nRTlog

(
V2

V1

)
(30)

この体積と圧力を関係付けることが必要である。

P1V1 = nRT = P2V2 (31)

したがって

P1

P2

=
V2

V1

(32)

上の式に圧力を代入すると

W = nRTlog
(

P1

P2

)
= 1 × 8.31 × (273 + 20) × log(30/1) = 8280J (33)
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3.2 比熱

熱力学に少し入って来たので最初に話しをした比熱の話しを定式化してみよ
う。熱力学の第一法則は

δQ = dU + PdV (34)

と表現されている。この式では熱力学の第一法則における仕事は体積を変化
させることだけに使われていると仮定している。言葉で表現すると、考えて
いる系に熱を加えれば、その熱エネルギーは内部エネルギーを上げることに
加えて、外に仕事をすることに使われる。これまでは熱を加えた時の体積の変
化についての議論を行って来た。内部エネルギーの変化を考えることにする。
熱力学系を表現するのに温度と体積と圧力がある。興味深いことにこれ

らの状態を表現する物理量の間には関係があり、その関係が状態方程式の形
で与えられている。そこで、内部エネルギーはこれらの 3つの変数のうちで
二つに関係があると独立変数を取ることにしよう。その 3つのうちで、まず
は温度と体積を採用しよう。すなわち、

U = U(T, V ) (35)

この際に、当然だが Pはこれら T, V の関数として与えられていることも頭
に入れておく必要がある。さて、熱を加えると当然ながら内部エネルギーは
上昇する。もし、体積が変わらないとすると、そのまま温度を上昇させる。
これを今までは

Q = mC(T2 − T1) (36)

と表現して来た。このことを数学の式として表現しておく。dU は内部エネ
ルギーの微小な変化量だが、その際の独立変数がTとUなら、数学的には次
のように書く。

dU(T, V ) =
∂U(T, V )

∂T
dT +

∂U(T, V )

∂V
dV (37)

この式の中には見慣れない記号がある。微分をするという記号が dから ∂に
変化している。これは二つの変数がある時にそれをその内の一つを少し変化
させる時にもう一つの変数をどのようにするのかということを考慮した微分
だということである。即ち丸い dは一つの変数で微分をする時にもう一つの
変数は動かさないでとめておくという意味である。この記号を熱力学では習
慣的に次のように書く。

∂U(T, V )

∂T
=

(
∂U

∂T

)
V

(38)

12



私としては数学の記号をそのまま使いたいが、熱力学の他の教科書との関係
を考えると一応は熱力学の書き方を採用しておく方が無難なようである。し
たがって、右辺の書き方をした時には数学的には左辺の意味を持つ、即ち右
辺のように書いた場合でも U は T と V の関数であり、その内の一つの変数
T で微分をするのだが、そのさいにもう一つの変数 V を動かさないと解釈
する。
このようにして、熱力学の第一法則を書くと

δQ =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV + PdV (39)

=

(
∂U

∂T

)
V

dT +

[
P +

(
∂U

∂V

)
T

]
dV

この段階では左辺は非常に複雑な関係式になっている。この段階で体積を一
定にするとこの式の右辺の dV はゼロになる。すなわち、dV = 0とおく。そ
うすると、次のような簡単な式を得る。

δQ =

(
∂U

∂T

)
V

dT (40)

この式では微小な熱量を加えると微小な温度が上昇する関係になっている。
その際の係数が微分の形で与えられている。この式を定量化するには、例え
ば、１モルの気体を取った時の値をCV とするという約束をすると

CV =

(
∂U

∂T

)
V

(41)

となり、これをモル比熱と呼ぶことにする。その単位は J/mol · K とする。
以前の比熱は１ grについて与えられたものでそれを小さい添字で書くことに
する。すなわち、cv =

(
∂U
∂T

)
V
でその単位は cal/gr · Kである。

問題１：酸素１モルの気体の重さは 32グラムになる。酸素のモル比熱がCV

と与えられている時に、重さで定義される比熱Cvはいくらになるか。

さて、次にはもっと複雑な比熱を導入する。すなわち、気体に熱を加え
る際に体積は変化するとし、その代わり圧力を一定にするという場合を考え
る。この際には、圧力を一定にするという条件を入れやすいようにするため
に、独立変数として T とP を使うことにする。すなわち、U = U(T, P )と書
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く。この際でももちろん、変数 T, P, V の間の関係は状態方程式から与えら
れている。そのようにすると U の微小変化は次のように書ける。

dU(T, P ) =

(
∂U

∂T

)
P

dT +

(
∂U

∂P

)
T

dP (42)

この場合には熱力学の第１法則を使うには一つの微少量も書き換える必要が
ある。即ち V も温度と圧力の関数として次の関係を与える。

dV (T, P ) =

(
∂V

∂T

)
P

dT +

(
∂V

∂P

)
T

dP (43)

これらの式を熱力学の第一法則に代入する。

δQ =

(
∂U

∂T

)
P

dT +

(
∂U

∂P

)
T

dP + P

[(
∂V

∂T

)
P

dT +

(
∂V

∂P

)
T

dP

]
(44)

=

[(
∂U

∂T

)
P

+ P

(
∂V

∂T

)
P

]
dT +

[(
∂U

∂P

)
T

+ P

(
∂V

∂P

)
T

]
dP

この式で、圧力を一定 δP = 0にした時の微小な熱量を与えた時の微小温度
の関係を得ることができた。

δQ =

[(
∂U

∂T

)
P

+ P

(
∂V

∂T

)
P

]
dT (45)

ここで、微小な熱量と微小な温度変化との間の関係を得ることができた。こ
の式での係数を等圧比熱と呼ぶ。

CP =

(
∂U

∂T

)
P

+ P

(
∂V

∂T

)
P

(46)

すなわち、圧力が一定の条件での等圧比熱を知るには内部エネルギーの増加
と体積の増加を考慮する必要がある。
次には二つの比熱の関係を付ける。CV が V を一定にして測定されている

とする。その上で、CP を P を一定にして測定する。したがって、体積一定
の比熱を導出した際の式に dV の関係式を代入する。これは圧力一定の条件
を使うためである。

δQ =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

[
P +

(
∂U

∂V

)
T

]
dV (47)

=

(
∂U

∂T

)
V

dT +

[
P +

(
∂U

∂V

)
T

] ((
∂V

∂T

)
P

dT +

(
∂V

∂P

)
T

dP

)
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この式で dP = 0とおくとつぎの関係式を得る。

δQ =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

[
P +

(
∂U

∂V

)
T

] (
∂V

∂T

)
P

dT (48)

=

[
CV +

(
P +

(
∂U

∂V

)
T

) (
∂V

∂T

)
P

]
dT

したがって、等圧比熱とモル比熱は次の関係式になる。

CP = CV +

(
P +

(
∂U

∂V

)
T

) (
∂V

∂T

)
P

(49)

明らかに CP の方が CV よりも大きな値になる。したがって、熱力学系のこ
れらの値が分かるとその系の内部エネルギーを得ることができる。

dU =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV (50)

= CV dT +

[
CP − CV

(∂V
∂T

)P

− P

]
dV

これらの物理量の間の関係を理解するために理想気体で成り立つ関係式を次
に求めることにする。

3.3 第一法則と理想気体

これまでの話しでは熱力学系を表現する物理量の間の関係は与えてこなかっ
た。この章では理想気体の関係式があるとすると全ての関係式が決まるので、
もっと使える式を作ることができる。そのために改めて理想気体の状態方程
式を書いておく。

PV = nRT (51)

ここで、この状態方程式は圧力 P と体積 V と温度 T の関係である。さらに
nはモル数でRは理想気体の定数である。R = 8.31J/mol · Kである。
ジュールの法則の議論をする。ジュールはこのモル（等積）比熱CV と等

圧比熱CP を関係付けるために新しい実験をやった。そのさいに新しいジュー
ルの実験では,気体を適当な体積の器に入れておいてその体積を変えないし、
熱も加えないし、さらには仕事もしないという条件が満足される装置を作っ
て、そのさいに満たすべき関係式を求めたものである。この際に熱も加えな
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いし、仕事もしないので、熱力学の第一法則で δQ = 0であり、δW = 0であ
る。そうすると

dU = δQ + δW = 0 (52)

であり、内部エネルギーは増加しない。即ち最初の内部エネルギーを U1最
後の内部エネルギーを U2とすると、それらは等しい。(

∂U

∂V

)
T

= 0 (53)

これを以前に求めた式に代入すると

CP = CV + P

(
∂V

∂T

)
P

(54)

理想気体の状態方程式を使うとこの微分は計算することができる。(
∂V

∂T

)
P

=

(
∂(nRT/P )

∂T

)
P

= nR/P (55)

したがって、上の式は

CP − CV = nR (56)

となる。この式をマイヤーの関係式という。

問題１：理想気体の場合のモル比熱 CV と等圧比熱 CP のマイヤーの関係式
を使って、CV = 120J/mol · Kの気体の時のCP を求めよ。

4 熱力学の第２法則

この章では熱力学で一番分かりにくく、しかも一番重要な概念であるエント
ロピーを導入する。多くの人にとってはこの導入の所が理解が難しく、熱力
学は苦手であるという感情をもつ。出来るだけ、短く、出来るだけ簡潔にこ
のエントロピー導入のエッセンスについて述べたい。

16



4.1 カルノーサイクル：効率的熱機関

熱はエネルギーである。それではその熱を変換して、出来るだけ効率的な仕
事をする熱機関を作りたいという願望でカルノーが考案したのがカルノー熱
機関（サイクル）である。基本的な考え方は高温の熱源と低温の熱源を用意
する。熱機関を高温側の温度と一致させた上で接触させ熱機関の体積を準静
的に増加させる。この過程で熱を高温熱源から取り出す。次に断熱膨張させ
て体積を大きくすることにより温度を下げて低温側の温度と一致させる。そ
の上で体積を小さくしこの過程で熱を低温度熱源に与える。その上で断熱収
縮させて高温度熱源の温度に一致させる。これをカルノーサイクルと呼ぶ。
このカルノー過程の特徴は熱源からの熱エネルギーのやり取りを同じ温度で
行うことである。カルノーサイクルはこのような特徴を持っており、このよ
うにすることで最大限の効率で働く熱機関を提唱した。このカルノーサイク
ルの熱力学を考えていく過程で保存量が存在することを発見した。この保存
量からエントロピーという概念が導出された。
上記の過程をサイクルと呼ぶのは熱機関が最初にある熱力学変数を持っ

ているものが、熱源と熱エネルギーのやり取りをして、もう一度同じ熱力学
変数を持つことによる。このことを圧力と体積の平面で表したものが図１に
示してある。このサイクルの中で等温過程において熱量のやり取りが行われ

P

V

A
B

C
D

圧力

体積

断熱膨張

等温過程

等温過程

断熱収縮

カルノーサイクル

Figure 1: カルノーサイクルにおける温度と圧力の変化

る。この熱量をQ1およびQ2と書く。この時の温度を T1および T2と書く。
カルノーはこの過程でQ1 = Q2だと考えていた。つまりは、高温側から熱エ
ネルギーを受け取り、低温側に同じ熱エネルギーを返すことができる熱機関
であるという考えをしていた。この途中では熱機関の体積を膨張させたり収
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縮させたり出来る。この力学的な変化を利用して外部に仕事をさせようと考
えていた。
ところが、熱力学の第一法則から考えると、この関係は成り立たず、む

しろ Q1 − Q2 = W となる。すなわち、高温側から得た熱エネルギーと低
温側へ与えた熱エネルギーの差は仕事となる。この関係式を考察する中で、
熱力学の第２法則が生まれた。すなわち、クラウジウスによって導入された
熱力学の第２法則は、ほかに何の変化も与えることなく、熱を低温の物体か
ら高温の物体に移すことは出来ない。という法則である。
この法則を使って、カルノーサイクルを考察することにより次の保存量

を得ることができた。

Q1

T1

=
Q2

T2

(57)

これが非常に重要な帰結であった。すなわち、カルノーサイクルでは高温側
から Q1

T1
を得て、低温側に Q2

T2
を渡すことができる熱機関であるといえる。

問題１：エントロピーの導入の際の大きな動機になったのがカルノーの熱機
関の考察である。このカルノーの実験を把握するのは相当に入り組んでいる。
そこで、カルノーの熱機関を記述している部分を勉強して A4で１ページの
レポートを書け。

問題２：カルノーの熱機関で高温側の温度を T1 = 80◦Cとし、低温側の温度
を T2 = 20◦Cとする。Q1 = 400calとした時に、Q2はいくらか。また、その
時に外部になす仕事量はいくらか。

4.2 エントロピー

この考察を行ったクラウジウスはこの保存される量を変換量とよんだ。つまり
はカルノーサイクルで高温度側から得られる保存量はこの熱量を温度で割っ
たものQ1/T1で、低温側に渡される保存量は同じ大きさのQ2/T2である。し
たがって、Q2はQ1より小さく、その差は仕事に使われた。
数学的にもう少し正確に書くと、熱量は熱源から仕事機関に移された熱エ

ネルギーなので、それを微少量で表現することにすると次の関係が得られる。

δQ

T
= dS (58)
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この変化量で与えられる Sで与えられる物理量をエントロピーと呼ぶ。この
エントロピーは状態を表す物理量であり、その微小変化は dSと書くことに
する。この関係を以前のように熱量に対する関係と表現すると

δQ = TdS (59)

この量の両辺を積分すると

Q = T (S2 − S1) (60)

つまりは同じ温度の際に熱エネルギーが変化する時にはエントロピーが変化
するのである。もう少し言葉を変えて書くと、熱を熱源に与える際にはその
熱源にあるエントロピーをS1からS2に増加させるのである。仕事をすると体
積が変化するのと同じように、熱を増減させるとエントロピーが変化するの
である。それが熱であるといえる。つまりは熱力学の第２法則は熱の増減が
他に何の変化も与えずに行えない。という言葉は熱の増減にはエントロピー
の増減が伴うということになる。
このエントロピーは状態量である。温度や体積、圧力と同じ物質の性質

を表すマクロな物理量である。温度や体積などは分かる気がするが、このエ
ントロピーは熱力学で一番大事な状態を表す物理量だがなかなか実感が湧か
ない。
そこで、簡単にいえばそのたくさんの自由度のある系がどれだけ乱雑かを

表す量であると言っておく。すなわち、自分の家で生活していると周りが雑
多に汚くなっていく、その時にはいつでもエントロピーが高くなったという
表現をすれば良い。少し、熱力学を知っているような気になる。このエント
ロピーを減らすにはこの乱雑さの要因をその系から外に放出する必要がある。
このエントロピーの導入により、熱力学が完成する。すなわち、これま

では熱エネルギーという言い方で熱力学の第一法則が表現されていた。

δQ = dU + PdV (61)

このエントロピーは熱量の変化量と直接関係があり、それで表現することに
すると

TdS = dU + PdV (62)

この方程式が熱力学の基本方程式である。この方程式は状態量の間の関係を
与えており、全ての熱力学的な関係式がここから生まれる。この方程式が熱
力学の第２法則と言っても良い。
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そこで理想気体のエントロピーを求めておこう。それを例題の形で導入
する。
例題１：理想気体のエントロピーを求めよ。
答え：まずは熱力学の基本方程式を書く。

TdS = dU + PdV (63)

この両辺を積分してエントロピーを計算するが理想気体の関係式を導入する。
まずは内部エネルギーは

dU = CV dT (64)

と書ける。さらには状態方程式は

P =
nRT

V
(65)

したがって、微分方程式は次のようになる。

dS = CV
dT

T
+ nR

dV

V
(66)

この両辺を積分すると

S = CV log T + nR log V + S0 (67)

ここで S0は積分定数である。

5 熱力学的諸関数

熱力学の基本方程式が求まった。すなわち、

SdT = dU + PdV (68)

である。この基本方程式を使うことで熱力学の様々な関係式を求めてみよう。

5.1 色々なエネルギー

エントロピーは今のところは殆ど馴染みがない。しかし、それを熱力学的な
状態を表す物理量の仲間であることを受入れることにしよう。そうすると、
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これまでに導入されて来た、T , P , V に加えて、Sも状態を表現する重要な
物理量となる。
断熱過程
断熱過程では熱の出入りがない。したがって、dS = 0である。したがって、

PdV = −dU (69)

であり、内部エネルギーを減少させることにより外部に仕事をすることがで
きる。断熱膨張では体積が増加する際にその系の温度は減少する。
等温過程
等温過程では仕事は基本方程式から

PdV = −d(U − TS) (70)

と書くことができる。すなわち、外部に仕事が行われる時には内部エネルギー
が自由に減少するのではなくて、そこからエントロピーの分だけ引き算した
量が減少する。このエネルギーのことをヘルムホルツの自由エネルギーと呼
ぶ。これを

F = U − TS (71)

と書く。
等温等圧過程
化学の実験は多くの場合に大気圧のもとで行われる。さらに熱エネルギーが
変化する際に通常の仕事ばかりではなくて化学的な仕事をする場合を考えよ
う。その化学的な仕事量を δwとする。そうするとこれまでの基本式にこの
項を付け加えた次の方程式を使う。

TdS = dU + PdV + δw (72)

したがって、

δw = −d(U + PV − TS) (73)

化学エネルギーとして仕事ができる量は

G = U + PV − TS (74)

このエネルギーをギブスの自由エネルギーと呼ぶ。この自由エネルギーを減
少させることにより化学的な仕事をすることができる。
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5.2 熱力学の基本方程式の変形

内部エネルギー
熱力学の基本方程式を変形して、色んな物理量を導出しよう。まずは、基本
方程式を内部エネルギーの項を左辺に持っていって書くことにする。

dU = TdS − PdV (75)

この式の意味する所は内部エネルギーは体積とエントロピーの関数であり、
内部エネルギーを Sで微分したものは T であり、V で微分したものは P で
ある。これを次のように書く。

dU(S, V ) =

(
∂U

∂S

)
V

dS +

(
∂U

∂V

)
S

dV (76)

したがって、温度や圧力は次のような数式で与えられる。

T =

(
∂U

∂S

)
V

(77)

−P =

(
∂U

∂V

)
S

さらにはもう一度微分すると２階微分はその順序によらないので、その
値は等しく次の関係が得られる。(

∂

∂V

(
∂U

∂S

)
V

)
S

=

(
∂

∂S

(
∂U

∂V

)
S

)
V

=
∂2U(S, V )

∂S∂V
(78)

したがって、次の関係式が得られる。(
∂T

∂V

)
S

= −
(

∂P

∂S

)
V

(79)

内部エネルギーは Sと V の関数であった。その独立変数を変えることで
色んなエネルギーを定義することができる。そのさいにルジャンドル変換と
呼ばれる概念を用いる。数学的には次の等式がある。

d(ST ) = SdT + TdS (80)

この関係を使って、これまでSが変数であったものを T が変数である物理量
に変換することができる。
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ヘルムホルツの自由エネルギー
内部エネルギーに上の数学の等式を使うために ST を引いた量を導入し、そ
の微少量を計算する。

d(U − TS) = −SdT − PdV (81)

と書ける。即ち、

F = U − TS (82)

は T と V を独立変数に持つエネルギーである。このエネルギーのことをヘ
ルムホルツの自由エネルギーと呼ぶ。この F は T と V を独立変数に持つ自
由エネルギーで物理学では良く登場する。この全微分を取ると

dF (T, V ) =

(
∂F

∂T

)
V

dT +

(
∂F

∂V

)
T

dV (83)

したがって、エントロピーや圧力は F から、次のように導出される。

−S =

(
∂F

∂T

)
V

(84)

−P =

(
∂F

∂V

)
T

温度も体積も物理学では良く用いられる物理量なので、この関係式を使って、
エントロピーSや圧力P が導出出来る。さらには２階微分の関係式から次の
関係が得られる。 (

∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

(85)

ヘルムホルツの自由エネルギー
次には温度T と圧力P を独立変数に持つ自由エネルギーを導入する。そのた
めに次のルジャンドル変換を使う。

d(PV ) = PdV + V dP (86)

この等式を dF に加える。

d(F + PV ) = −SdT + V dP (87)
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この式で定義されるエネルギーは

G = F + PV = U − TS + PV (88)

はギブスの自由エネルギーと呼ぶ。化学反応は大気中で行われることが多
いので化学でよく使われる自由エネルギーである。このギブスの自由エネル
ギーを使って Sや V を計算することができる。

−S =

(
∂G

∂T

)
P

(89)

V =

(
∂G

∂P

)
T

さらには２階微分から次の関係式が得られる。(
∂S

∂P

)
T

= −
(

∂V

∂T

)
P

(90)

エンタルピー
さらに、別の物理量を独立変数に持つエネルギーがある。次のルジャンドル
変換 d(PV ) = PdV + V dP を内部エネルギーに足し算する。

d(U + PV ) = TdS + V dP (91)

この P と Sを独立変数に持つエネルギーをエンタルピーと呼ぶ。

H = U + PV (92)

この全微分を計算する。

dH(S, P ) =

(
∂H

∂S

)
P

dS +

(
∂H

∂P

)
S

dP (93)

この関係式を使って次の関係を得ることができる。

T =

(
∂H

∂S

)
P

(94)

V =

(
∂H

∂P

)
S
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もう一度微分を取ると次の関係式を得ることができる。(
∂T

∂P

)
S

=

(
∂V

∂S

)
P

(95)

マックスウエルの関係式
これまでに出て来た２階微分から得られる関係式をまとめてマックスウエル
の関係式と言う。 (

∂T

∂V

)
S

= −
(

∂P

∂S

)
V

(96)(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V(

∂S

∂P

)
T

= −
(

∂V

∂T

)
P(

∂T

∂P

)
S

=

(
∂V

∂S

)
P

このマックスウエルの関係式はエントロピーSを含む関係式を求める際に S
を含まない関係式で表現出来るので良く利用される。
　このマックスウエルの関係式はなかなか抽象的な関係式である。Sが

分かりにくい物理量なのでそれを導出するための関係式と頭に入れておくの
が良いと思われる。記憶する際には、２つのことを頭に入れておくと良い。
T, S, P, V の 4つが状態を表現する物理量だが、そのうち、T, Sが対になって
おり、P, V が対になっている。その対が必ず、マックスウエルの関係式の対
角の位置に来る。次には、一番上の式はS, V が独立変数なので、内部エネル
ギーから導出されている。２番めはT, V が独立変数なので、ヘルムホルツの
自由エネルギーから導出されている。３番めはT, P が独立変数なので、ギブ
スの自由エネルギーから導出されている。４番めは S, P が独立変数なので、
エンタルピーから導出されている。これらの独立変数はそれぞれの関係式で
必ず分母に来ている。後は符号だが、それぞれのエネルギーでの独立変数の
項の符号が直接現れている。

例題１：エンタルピーでの独立変数は P, Sである。エンタルピーが

H = U + PV (97)

と与えられることを示せ。その際にエンタルピーの全微分は次のように書
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ける。

dH(S, P ) =

(
∂H

∂S

)
P

dS +

(
∂H

∂P

)
S

dP (98)

温度 T や体積 V はエンタルピーから次のように与えられることを示せ。

T =

(
∂H

∂S

)
P

(99)

V =

(
∂H

∂P

)
S

答え：熱力学の基本方程式は

TdS = dU + PdV (100)

したがって、内部エネルギーの全微分はS, V を独立変数とするエネルギーで
あると書ける。

dU = TdS − PdV (101)

さらにエンタルピーは

H = U + PV (102)

と書けるので、その全微分は

dH = dU + PdV + V dP = TdS + V dP (103)

したがって、

T =

(
∂H

∂S

)
P

(104)

V =

(
∂H

∂P

)
S

例題２：熱力学で定義される諸量の関係を付けたい。その一つとして次の関
係式を導出せよ。

TdS = CV dT + T

(
∂P

∂T

)
V

dV (105)
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答え：この問題では左辺にTdSがあるので、熱力学の基本方程式を使う。右
辺では dU + PdV なので、dU を T と V の関数としての表現を使うことで答
える方向性を定める。
内部エネルギーは

dU =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV = CV dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV (106)

熱力学の第２法則は

TdS = dU + PdV = CV dT +

[
P +

(
∂U

∂V

)
T

]
dV (107)

さらには P と U の関係を付けるので

P = −
(

∂F

∂V

)
T

(108)

の関係式を使い、F = U − TSを使うと

P = −
(

∂U

∂V

)
T

− T

(
∂S

∂V

)
T

= −
(

∂U

∂V

)
T

+ T

(
∂P

∂T

)
V

(109)

これらの関係式を上に代入すると

TdS = CV dT + T

(
∂P

∂T

)
V

dV (110)

問題１：熱力学で定義される諸量の関係を付けたい。その一つとして次の関
係式を導出せよ。

TdS = CP dT − T

(
∂V

∂T

)
P

dP (111)

答え：熱力学の第２法則と内部エネルギーを P と T の関係とする関係式を
使う。

dU =

(
∂U

∂T

)
P

dT +

(
∂U

∂P

)
T

dP (112)
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dV =

(
∂V

∂T

)
P

dT +

(
∂V

∂P

)
T

dP (113)

熱力学の第２法則は

TdS = dU + pdV (114)

=

[(
∂U

∂T

)
P

+ P

(
∂V

∂T

)
P

]
dT +

[(
∂U

∂P

)
T

+ P

(
∂V

∂P

)
T

]
dP

ところで、圧力一定の時には δQ = −d(U + PV )なので、最初の項は CP と
表される。ところで、V =

(
∂G
∂P

)
T
なので

V =

(
∂U

∂P

)
T

+ V + P

(
∂V

∂P

)
T

− T

(
∂S

∂P

)
T

(115)

したがって、上の式は次のように書ける。

TdS = CP dT + T

(
∂S

∂P

)
T

dP (116)

= CP dT − T

(
∂V

∂T

)
P

dP

問題２：理想気体のヘルムホルツの自由エネルギー F が体積 V と温度 T の
関数として

F = −CV T log T − nRT log V (117)

で与えられてているとする。この時、この気体の状態方程式、エントロピー
および内部エネルギーを求めよ。
答え：圧力とエントロピーはヘルムホルツの自由エネルギーをそれぞれ、V
および T で微分して得られる。

P = −
(

∂F

∂V

)
T

= nRT
1

V
(118)

したがって状態方程式として良く知られた形が出てくる。

PV = nRT (119)
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エントロピーは

S = −
(

∂F

∂T

)
V

= CV log T + CV + nR log V (120)

内部エネルギーは F = U − TSより

U = F + TS (121)

= −CV T log T − nRT log V + T (CV log T + CV + nR log V )

= CV T

問題３：次の公式（ヘルムホルツの式）を証明せよ。

U = −T 2

[
∂

∂T

(
F

T

)]
V

(122)

答え：この微分を行う。

U = −T 2

(
∂F

∂T

)
V

1

T
+ T 2F

1

T 2
= TS + F = U (123)

6 熱力学的安定性

りんごが木から落ちる。水が滝の上方から落ちる。これらの現象は物質がよ
り安定な状態に移る性質を持っているからである。力学の場合にはニュート
ンの法則がそれを説明する。熱力学の場合には温度の違う物質をくっつける
と同じ温度になる。この同じ温度になるという性質はどこから生じているの
であろうか。熱力学の基本方程式は

TdS = dU + PdV (124)

である。この熱の性質はこの基本方程式に何を要請しているのであろうか。

6.1 不可逆過程とエントロピーの増大

温度の異なる二つの熱力学系が同じ温度になる現象を別の言葉で表現すると、
熱は高温部から低温部に流れることである。低温部から高温部に流れること
はない。熱力学の基本方程式を導出する際にクラウジウスが導入した熱力学
の第２法則を文章で表現したものである。クラウジウスはカルノーサイクル
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の考察から「他に何の変化も起こさずに熱を低温部から高温部に移すことは
出来ない。」と表現した。このことは熱力学の基本方程式にはどのように反
映されるのであろうか。
温度がT1である熱力学系１が温度がT2の熱浴に接した場合を考える。最

初に T1 > T2とし、そこで起こるエントロピーの変化を考える。この際には
熱エネルギー∆Qが高温側から低温側に流れる。高温部のエントロピーの減
少は

∆S1 = −∆Q

T1

(125)

一方で、熱浴のエントロピーの増加は

∆S2 =
∆Q

T2

(126)

したがって、全体では

∆S = ∆S1 + ∆S2 = ∆Q
(

1

T2

− 1

T1

)
> 0 (127)

このことから、熱が高温部から低温部に移行する時には全系のエントロピー
が増加していることがわかる。一方で T1 < T2の場合には上の式で∆Q < 0
とすれば良いので、結局は総エントロピーは増加している。
したがって、熱力学の第２法則を次のように文章では表現出来る。「熱の

流れは全系のエントロピーを増大させる向きに起こる。」それではどの段階
で熱の流れが止まるのか。熱が流れ出ると、その系の温度が下がる。この変
化を続けていくと、どこかの段階で温度が同じになる。このようになると熱
の流れは無くなる。即ち安定な状態になったのである。したがって、安定な
状態はエントロピーが最大になった状態であると言える。
これは非常に興味深いことを教えてくれている。熱力学では何らかの変

化を熱力学系に加えると必ずエントロピーが増大する方向に変化が起こる。
エントロピーを乱雑さと表現するとすると、熱力学現象は自然現象では一番
安定な状態は最も乱雑な状態であると言っている。多粒子系では何らかの意
図がなければ最も乱雑な状態が実現される。
すなわち、熱力学では必ずエントロピーが増加する方向に変化する。こ

のエントロピーが増加する現象を不可逆過程と呼ぶ。一方でカルノーサイク
ルでは同じ温度で熱浴と熱機関をくっつけて熱の移動を行ったのでそれぞれ
の熱浴と熱機関はエントロピーは変化しているが、全エントロピーは収支が
バランスしていてエントロピーの増加はない。したがって、カルノーサイク
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ルは可逆過程であると言える。

問題１：0◦C, 3kgの水を 100◦Cに保たれた熱浴に接触させる。水が 100◦Cに
なったとき、水と熱浴の全体のエントロピーは何 (J/K)だけ増加するか。
答え：3kgの水は熱浴から熱をもらう。熱容量は 3000cal/Kなので、0◦Cか
ら 100◦Cに増加する間に水の得るエントロピーは

∆S1 = 3000
∫ 373

273

dT

T
= 3000 log

373

273
= 936cal/K (128)

一方で熱浴側は

∆S2 = −3000 × 100/373 = −804cal/K (129)

減少する。したがって全体のエントロピーは

∆S = ∆S1 + ∆S2 = 936 − 804 = 132cal/K = 554J/K (130)

増加する。

問題１：40◦Cの水 5kgの中に、-10◦Cの氷を 1kg入れて、１気圧のもとで良
くかき混ぜて熱平衡状態にした。この時の最終温度と系のエントロピーの変
化量を求めよ。水の比熱は 1cal/gK、氷の比熱は 0.5cal/gK、また氷の融解熱
は 80cal/gである。
答え：まずは最終温度を求める。その温度をTとする。5kgの水が失う熱エ
ネルギーと氷が得るエネルギーが一致するとしてTを求める。

5000 × 1 × (40 − T ) = 1000 × (0.5 × 10 + 80 + 1 × T ) (131)

T = (5000 × 40 − 5000 − 1000 × 80)/6000 = 19 (132)

したがって、温度は 19◦Cになる。次には 5kgの水が失うエントロピーは

∆Q1 = 5000
∫ 19+273

40+273

dT

T
= 5000 log

292

313
= −347cal/K (133)

一方で氷が得るエントロピーは

∆Q2 = 1000 × (0.5 log
273

263
+ 80/273 + log

292

273
) (134)

= 1000 × (0.019 + 0.293 + 0.067) = 379cal/K

したがって、増加するエントロピーは

379 − 347 = 32cal/K = 134J/K (135)
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6.2 熱力学系の安定化

熱力学の第１法則では

δQ = dU + PdV (136)

と表現した。これは熱は仕事エネルギーなどと同じエネルギーの仲間である
ことを言っている。したがって、エネルギー保存則だと言える。すなわち、
系に熱エネルギーを加えるとそのエネルギーは内部エネルギーを増加し外部
に仕事をするのに使われる。この熱エネルギーと仕事エネルギーを別の物理
量のように表現するのは熱力学の第２法則があるからである。すなわち、熱
力学では不可逆過程ではかならずエントロピーが増大する。同じエネルギー
だがこのエントロピーが増大することが仕事のエネルギーと区別して書くこ
との重要なポイントである。ところでカルノーサイクルのように準静的可逆
過程の議論からエントロピーを次の式で導入した。

δQ = TdS (137)

この恒等式があるので、熱力学の基本方程式は

TdS = dU + PdV (138)

と表現したのである。
不可逆過程では安的な状態ではなく変化する状態で、上の関係は一般に

は成り立たたない。特に、熱が高温部から低温部に流れる現象ではエントロ
ピーが増大している。即ち、熱力学的に安定な状態でなければ、安定な状態
に移って行く際にはエントロピーが増大するのである。したがって一般の変
化する場合には、上の関係は等号の関係ではなくて不等号の関係になる。

δQ < TdS (139)

この関係から次の非常に重要な関係が出てくる。すなわち、熱力学の第
１法則はエネルギーの保存則で次のように表現されている。

δQ = dU + PdV (140)

これは可逆過程でも不可逆過程でもどちらでも常に成り立つ必要がある。エ
ネルギーが保存するという物理学の最も基本的な概念である。したがって、
不安定な熱力学系が変化を起こす方向を示す不等号の関係と合わせると

TdS > dU + PdV (141)
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となる。この関係は熱力学の基本法則を不可逆過程に適応して表現した方程
式だと捉えることができる。
この不安定な状態に有る熱力学系の式はエントロピーが独立変数になっ

ており熱力学系を規定する温度などの量を変数に持つように変形しよう。そ
のために上の式を次のように書く。

dU < TdS − PdV (142)

さらに F = U − TSの全微分を計算すると

dF = dU − TdS − SdT (143)

したがって、dF に対しては次の不等式が成り立つ。

dF < −SdT − PdV (144)

したがって、等温・等積では dT = dV = 0なので、ヘルムホルツの自由エネ
ルギーはその値を下げる方向に不可逆過程が進む。

dF < 0 (145)

その上で、変化が止まった熱力学系が安定な状態に有る場合では dF = 0と
なっている。
さらにはギブスの自由エネルギーはG = U − TS + PV = F + PV なの

で、この全微分は

dG = dU − TdS − SdT + PdV + V dP = dF + PdV + V dP (146)

したがって、

dG < −SdT + V dP (147)

したがって、等温・等圧では dT = dP = 0なので、ギブスの自由エネルギー
はその値を下げる方向に不可逆過程が進む。

dG < 0 (148)

その上で、変化が止まった時に熱力学的に安定な状態に有る熱力学系では
dG = 0になっている。
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6.3 エントロピー増大の法則と平衡の条件

二つの系が壁を隔てて接している時に平衡の条件を求めよう。二つの系はエ
ネルギーや体積や粒子数を変更することができる壁で分けられているとする。
この時に全エネルギー、体積、粒子数が一定の条件を課すことにする。

U1 + U2 = U (149)

V1 + V2 = V

N1 + N2 = N

この時にどのような条件でそれぞれの内部エネルギーなどが決まるのかを考
えたい。熱力学系ではエントロピーが最大の値を取る。したがって、全系の
エントロピーを計算すると次のようになる。

S = S1(U1, V1, N1) + S2(U2, V2, N2) (150)

壁の所では内部エネルギーなどが変化することによって全エントロピーを
最大にするのでその変化量をそれぞれ δU , δV , δN と書くことにする。する
とそれぞれの系は全体のエネルギーなどを保存しながら次のように変化する。

U1, U2 → U1 + δU, U2 − δU (151)

V1, V2 → V1 + δV, V2 − δV

N1, N2 → N1 + δN,N2 − δN

その時の全エントロピーはこの変化量の関数になる。

S = S(δU, δV, δN) (152)

エントロピーが最大になる時が安定なので、それぞれの変化をさせたときに
もう変化しないという条件（極値の条件）が成り立つ。

∂S

∂δU
= 0 (153)

∂S

∂δV
= 0

∂S

∂δN
= 0

この条件を使って二つの系の変化量で表現すると(
∂S1

∂U

)
V,N

−
(

∂S2

∂U

)
V,N

= 0 (154)
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(
∂S1

∂V

)
U,N

−
(

∂S2

∂V

)
U,N

= 0(
∂S1

∂N

)
V,U

−
(

∂S2

∂N

)
V,U

= 0

これらの偏微分は次のように計算される。熱力学の基本等定式は次のよ
うに書ける。

TdS = dU + PdV (155)

さらに、粒子数の変化まで加えると

TdS = dU + PdV − µdN (156)

したがって、

dS =
1

T
dU +

P

T
dV − µ

T
dN (157)

この関係から次のような関係が得られる。(
∂S

∂U

)
V,N

=
1

T
(158)(

∂S

∂V

)
U,N

=
P

T(
∂S

∂N

)
U,V

= −µ

T

したがって、上の関係式は

T1 = T2 (159)

P1 = P2

µ1 = µ2

この関係式はエントロピーが最大の原理から導出される。つまりは、熱力学
的に安定な状態では温度が共通になり、圧力が共通になり、化学ポテンシャ
ルが共通になる。
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7 熱力学での相と相転移

7.1 気相液相相転移

気相液相相転移を考える。例えば大気中におかれた水の沸騰現象を考察する。
この現象は熱力学でどのように記述されるのであろうか。圧力が一定の条件
のもとに温度を変化させる。温度を一定にしておいて圧力をかえる。沸騰現
象はどのように記述されるのであろうか。独立変数としてT とP を選ぶので
熱平衡の条件はギブスの自由エネルギー最小の条件を使う。これから、気相
と液相の自由エネルギーを次のように書く。

Gg = Gg(T, P ) (160)

Gl = Gl(T, P )

この二つの関数を Tおよび Pを関数としてプロットすると図２に示すよう

T

G G

P

気相

液相

気相

液相

Figure 2: 液相と気相でのギブスの自由エネルギーの温度依存性と圧力依存性

になり、圧力が一定の条件の時にはあるTで、また温度一定の時にはあるP
で二つの関数が交差する。低い方が安定なので、交差する点を境にして、気
相と液相が実現される。しかし、交差する点ではその一回微分が不連続にな
る。気相でのTによる微分量であるエントロピーと液相でのT による微分で
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あるエントロピーは値が違っている。エントロピーは次のように書ける。

Sg = −
(

∂Gg

∂T

)
P

(161)

Sl = −
(

∂Gl

∂T

)
P

気相のエントロピーノの方が大きく、温度の高い側では気相の方がGが小さ
いので、温度が上昇するにつれてこの温度ではエントロピーが増大する。エ
ントロピーの差は次のようになる。

∆S = Sg − Sl (162)

したがって、この液相から気相に等温で変化する際にはエントロピーが大き
くなることで内部エネルギーが上昇する。このエネルギー T∆Sは蒸発熱に
対応する。すなわち、その物質の状態を液体から気体に変化させるのに必要
なエネルギーである。何が起こっているかというと液体の時には分子はお互
いに近くにいたものが気体に移っていく際に内部状態が乱雑になることを意
味している。別の言い方ではG = U − TS + PV で、液相から気相になる際
に TSが大きくなる分だけ、U が増加することで全体のGが相転移点で変化
しないのである。
一方で、P のプロットで交わった所では温度が一定でGの値は等しいが、

この点でもある物理量が変化している。実際にGの P による微分は体積で
ある。

Vg =

(
∂Gg

∂P

)
T

(163)

Vl =

(
∂Gl

∂P

)
T

この際は液相から気相に移る際に体積が増加している。

∆V = Vg − Vl (164)

この際には体積が増加するので内部エネルギーがその分減少することで、G
が同じ値であるようにする。
次には、次の式を満足する相転移点 (Tc, Pc)を求める。

Gg(Tc, Pc) = Gl(Tc, Pc) (165)
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P

T

液相

気相

(Tc, Pc)

(Tc+dTc, Pc+dPc)

Figure 3: 温度圧力平面での相転移点 (Tc, Pc)の関係

この式は相転移点の間の関係を与える。すなわち、一つの方程式が二つの変
数 Tc, Pcで与えられているのでP と T 平面の中でこの方程式を満たす線で与
えられる。この線上にある T, P は Tc, Pcであり、上の方程式を満足する。こ
の線の傾きとエントロピーの増加、圧力の増加との関係を付けたい。そのた
めにこの線上の１点 (Tc, Pc)と (Tc + dTc, Pc + dPc)離れた点でのギブスの自
由エネルギーの関係を調べる。この両点とも相転移点なので次の関係式を満
足する。

Gg(Tc, Pc) = Gl(Tc, Pc) (166)

Gg(Tc + dTc, Pc + dPc) = Gl(Tc + dTc, Pc + dPc)

ここで２番めの式の左辺と右辺をそれぞれ (Tc, Pc)のまわりで展開する。

Gg(Tc + dTc, Pc + dPc) = Gg(Tc, Pc) +

(
∂Gg

∂T

)
P

dTc +

(
∂Gg

∂P

)
T

dPc (167)

Gl(Tc + dTc, Pc + dPc) = Gl(Tc, Pc) +

(
∂Gl

∂T

)
P

dTc +

(
∂Gl

∂P

)
T

dPc (168)

したがって、次の関係を得ることができる。(
∂Gg

∂T

)
P

dTc +

(
∂Gg

∂P

)
T

dPc =

(
∂Gl

∂T

)
P

dTc +

(
∂Gl

∂P

)
T

dPc (169)
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さらに次の関係をえる。

dTc

dPc

=
∆V

∆S
(170)

潜熱として∆Q = Tc∆Sを用いると

dTc

dPc

=
Tc∆V

∆Q
(171)

この関係式はクライペイロン・クラウジウスの関係と呼ばれている。

7.2 ファンデアワールス状態方程式

理想気体の状態方程式は PV = NRNT である。実際の気体は気相や液相を
持つ。その現象を理解するためにファンデアワールスの状態方程式が導入さ
れた。この状態方程式を使うことで相転移の様子がよく理解出来る。この状
態方程式は次の式で表現される。理想気体の状態方程式を書き直すと

Pv = RNT (172)

ここで v = V/N である。ファンデアワールスの状態方程式は

(P +
a

v2
)(v − b) = RT (173)

と書ける。aは分子間引力による圧力の降下、bは気体分子ひとつの体積によ
る排除体積である。この状態方程式は位相転移が記述出来る。
この状態方程式は圧力が大きくて体積が大きい時にはスムースな曲線に

なる。温度を下げていくと曲線が３次関数になる。その様子が図に示されて
ある。単純関数から複雑関数に移る温度が臨界温度と呼ばれている。その条
件は

dP

dv
=

d2P

dv2
= 0 (174)

この関係式から臨界温度を求めると

Tc =
8a

27RNb
(175)

Pc =
a

27b2

vc = 3b
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P

V

Figure 4: ファンデアワールスの状態方程式。臨界温度以上、臨界温度、お
よび臨界温度以下で書いた状態方程式

その上で、これらの臨界量でそれぞれの変数を割り算した変数を定義する。

t =
T

Tc

(176)

p =
P

Pc

u =
v

vc

これらを使うと a, bを含まない方程式になる。

(p +
3

u2
)(3u − 1) = 8t (177)

問題１：ファンデアワールス状態方程式

(P +
a

v2
)(v − b) = RT (178)

で臨界点は

dP

dv
=

d2P

dv2
= 0 (179)
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で与えられる。この条件から臨界量を求めよ。また、この臨界量 (Tc, Pc, vc)
でそれぞれの物理量を割ったものを次のように定義する。

t =
T

Tc

(180)

p =
P

Pc

u =
v

vc

そうすると、ファンデアワールス状態方程式は a, bを含まない無次元の方程
式で書けることを示せ。

(p +
3

u2
)(3u − 1) = 8t (181)

7.3 ２相共存とマックスウエルの等面積則

ファンデアワールス状態方程式は気相と液相の相転移を具体的に表現出来る
優れた状態方程式である。しかも、現実の物質の振る舞いを非常にうまく表
現している。実際に a, bを適当に選ぶと、現実の物質の状態方程式をうまく
表現する。
現実の状態方程式では臨界温度で液相から気相に変化する際に温度を一

定にして体積が膨張する。一方でファンデアワールス状態方程式では３次関
数の形をしていてどこにも温度が一定で体積が膨張する事実は入っていない。
この事実をうまく盛り込む必要がある。この方法をマックスウエルの等面積
則という。ファンデアワールス方程式のどこに体積のとびを入れれば良いの
か。つまりは相転移を起こす圧力をどこに選べば良いのかを考えたい。
正しいPcにおいては、気相と液相のヘルムホルツの自由エネルギーには

次の関係がなりたつ。

Fg(Vg) = Fl(Vl) − Pc(Vg − Vl) (182)

これはギブスの自由エネルギーが等しいという条件から導かれる。

Gg(Pc) = Fg(Vg) + PcVg = Fl(Vl) + PcVl = Gl(Pc) (183)

ところで、ヘルムホルツの自由エネルギーの体積依存性は

F (V ) = F (V0) −
∫ V

V0

P (V )dV (184)
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V

P2

P1

Pc

Figure 5: １時相転移の場合の臨界圧力を決める方法

この V に Vgを V0に Vlを代入すると上の式との対応を付けることができる。
さらには気相の自由エネルギーと液相の自由エネルギーのノーテーションを
導入する。

Fg(Vg) = Fl(Vl) −
∫ Vg

Vl

P (V )dV (185)

すると次の関係式を得ることができる。∫ Vg

Vl

P (V )dV = Pc(Vg − Vl) (186)

この関係式を図で表現するとファンデアワールス状態方程式で単調ではない
部分の P = Pcという直線と直線より下の状態方程式の線とで囲まれた面積
と、直線より上の状態方程式の線とで囲まれた面積は等しいことを意味して
いる。これは良くマックスウエルの作製法 (Maxwell construction)と呼ばれ
て良く使われる。
この同じ条件はギブスの自由エネルギーが等しいという条件からも導く

ことが出来る。すなわち、

G(P ) = G(P0) +
∫ P

P0

V (P )dP (187)

液相と気相のGは変わっては行けないので

Gg(Pc) = Gl(Pc) +

(∫ P1

Pc

+
∫ P2

P1

+
∫ Pc

P2

)
V (P )dP (188)
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したがって、 (∫ P1

Pc

+
∫ P2

P1

+
∫ Pc

P2

)
V (P )dP = 0 (189)

が成り立つ。すなわち、面積が等しいという条件が導出出来る。

問題１：ファンデアワールスの状態方程式においてマックスウエルの等面積
則を使って、臨界圧力を温度の関数として求めよ。

8 熱力学のまとめ

熱力学は一般的には非常に難しい学問分野であるとされている。それは熱と
いう漠然とした概念を取り扱うことの難しさに起因していると言える。さら
には、基本法則が何なのかが正確には述べられていないことが問題であろう。
すなわち、力学ではニュートンの運動方程式であり、量子力学ではシュレディ
ンガーの波動方程式であり、電磁気学ではマックスウエルの 4つの連立方程
式である。その一方では、熱力学では基本法則がはっきりとは表現されてい
ないようにみえる。
この授業ではまず、安定状態にある熱力学系の従うべき方程式を熱力学

の基本方程式として導入するように話しを進めた。その上で、あえて熱力学
の基本方程式は

TdS = dU + PdV (190)

とした。この関係式では熱力学系の状態を表現する物理量として良く知られ
ている、温度 T、圧力 P と体積 V と内部エネルギー U に付け加えて新たに
エントロピー Sが加わった方程式になっている。これらの物理量で熱力学系
はどんな性質を持つものかが規定される。しかし、エントロピーは普段は聞
き慣れない物理量なので、むしろこの関係はエントロピーを与える式である
と言う方が良いかもしれない。このようにすると熱力学系が安定状態に有る
時にはどのような関係を持っているのかが導出される。また、良く科学の議
論で登場するヘルムホルツの自由エネルギーやギブスの自由エネルギーがど
のような時に使われるのかもよく理解出来る。
そのうえで、熱力学では熱力学系が不安定状態にある時にはこのエントロ

ピーが増大する方向に変化が起こることを基本的な概念としている。熱力学
以外では全ての運動過程は可逆的であるが、熱力学では変化の方向が定めら
れており、エントロピーという不可思議な物理量が増大することがその基本
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法則に加えられる。このことが他の学問との大きな違いであると言える。こ
の性質により、熱力学系が接する時には全系の温度や圧力や化学ポテンシャ
ルが一定の値をとるように系は変化を起こす。すなわち、温度、圧力、化学
ポテンシャルが至る所で同じになった状態が安定な状態である。その時には
上記の熱力学の基本方程式が成り立っているのである。
それでは最大の難問であるエントロピーとは何者なのか。この量をあえ

て乱雑度と表現しておきたい。そのように見るとこの物理量は日常に常に登
場する我々には避けることの出来ない現象に到達する。整頓されている部屋
はエントロピーが低い。すなわち、乱雑度が小さい。一方で乱雑な部屋はエ
ントロピーが高い。乱雑度が大きいとする。そうするとちょっと怠けた生活
をすると身の回りが乱雑になっていくのが経験から分かるであろう。これは
熱力学の教えていることと一致している。自然に任せるとエントロピーが増
加するのである。エントロピーを増加させないようにするには努力を必要と
する。このように考えると熱力学はいかに重要な学問であるかが理解出来る
であろう。社会現象、生物現象、経済現象その全ての自然界のいとなみに熱
力学が潜んでいるのである。
物理学は自然現象を理解することを目的としている。現代科学が始まっ

て以来多くの自然の成り立ちを明らかにして来た。それらは古典力学や電磁
気学、量子力学やまた物質の立場からは素粒子物理学、原子核物理学、物性
物理学などとして体系づけられている。これら全ての分野を出来るだけ少な
い記述で表現した本がある。熱力学が物理学の中でどのような位置をしめて
いるかも理解出来る。[4]
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