
11 フーリエ級数展開
11.1 波動方程式の一般解と初期条件

• 1次元の波動方程式と一般解
ω2u(x, t)

ωt2
= v2

ω2u(x, t)

ωx2
, (0 → x → L) (286)

u(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

→∑

n=1

A(n) sin
(
p(n)x

)
cos
(
ω(n)t+ φ(n)

)
(固定端)

→∑

n=0

B(n) cos
(
p(n)x

)
cos
(
ω(n)t+ φ(n)

)
(自由端)

, p(n) =
nπ

L
(287)

• 時間に関する微分方程式：ある時刻から次の時刻への変化率（時間微分）を決める
→ 初期条件（最初の位置、速度）を決めたら後の時間の位置、速度が原理的にわかる

• 初期条件として、t = 0で位置 xの変位が f(x)という関数で、初速度が全て 0

u(x, 0) = f(x),
ωu(x, t)

ωt

∣∣∣∣
t=0

= 0 (288)

• 条件 (288)より、全ての φ(n) = 0（補足参照、cosの微分が 0）で

f(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

→∑

n=1

A(n) sin
(
p(n)x

)
(固定端)

→∑

n=0

B(n) cos
(
p(n)x

)
(自由端)

, p(n) =
nπ

L
(0 → x → L), (289)

与えられた f(x)に対し、A(n), B(n)をどのように選べば良いか？

11.2 フーリエ級数展開
• フーリエ級数展開：関数 f(x)を三角関数の無限和で表現

• 例：L = πの場合（p(n) = n）の関数 f(x) = xの級数展開

f(x) = x = 2
→∑

n=1

(−1)n−1

n
sin(nx) = 2

[
sin x− 1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x) + · · ·

]
(290)

項の数を増やすと f(x) = xの直線に近づいていく（図 25）
x = π付近の振動は関数の不連続性に起因し項を増やしても消えない（ギブズ現象）

• 一般の関数 f(x)を考えるため、区間を−L → x → Lとする
sinは奇関数、cosは偶関数で、一般の関数は偶関数と奇関数の和で書けるため、

f(x) = B(0) +
→∑

n=1

B(n) cos
(
p(n)x

)
+
→∑

n=1

A(n) sin
(
p(n)x

)
(−L → x → L) (291)
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図 25: 区間 0 → x → πでの関数 f(x) = xの sin(nx)によるフーリエ級数展開 (290)。破線：2項で
の近似、点線：10項での近似、実線：100項での近似。

• 三角関数の直交性（p(n) = nπ/Lで n,mは 1以上の整数）

1

L

∫ L

−L
sin(p(m)x) sin(p(n)x)dx = δnm =

⎧
⎨

⎩
1 (n = m)

0 (n $= m)
(292)

1

L

∫ L

−L
cos(p(m)x) cos(p(n)x)dx = δnm (293)

1

L

∫ L

−L
cos(p(m)x) sin(p(n)x)dx = 0 (294)

• 式 (292)の説明（詳細と他の式は補足参照）：三角関数の公式より
1

L

∫ L

−L
sin(p(n)x) sin(p(m)x)dx =

∫ L

−L

cos[(p(n) − p(m))x]− cos[(p(n) + p(m))x]

2L
dx (295)

i) n $= mの場合：p(n) − p(m) $= 0なので

=
sin[(n−m)π]− sin[−(n−m)π]

2L(p(n) − p(m))
− sin[(n+m)π]− sin[−(n+m)π]

2L(p(n) + p(m))
= 0 (296)

ii) n = mの場合：p(m) = p(n)なので
1

L

∫ L

−L
sin(p(n)x) sin(p(n)x)dx

=

∫ L

−L

cos[0]

2L
dx−

∫ L

−L

cos[2p(n)x]

2L
dx = 1− sin[2nπ]− sin[−2nπ]

4Lp(n)
= 1 (297)

• フーリエ級数展開 (291)の係数（nは 1以上の整数）

A(n) =
1

L

∫ L

−L
f(x) sin(p(n)x)dx, (298)

B(0) =
1

2L

∫ L

−L
f(x)dx, B(n) =

1

L

∫ L

−L
f(x) cos(p(n)x)dx (299)
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• 式 (298)の確認（詳細と式 (299)は補足参照）：式 (291)の f(x)を代入すると

1

L

∫ L

−L
f(x) sin(p(n)x)dx =

B(0)

L

∫ L

−L
sin(p(n)x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0 (奇関数)

+
→∑

m=1

B(m) 1

L

∫ L

−L
cos
(
p(m)x

)
sin(p(n)x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0 (294)

+
→∑

m=1

A(m) 1

L

∫ L

−L
sin
(
p(m)x

)
sin(p(n)x)dx

︸ ︷︷ ︸
=δmn (292)

=
→∑

m=1

A(m)δmn = A(n) (300)

11.3 ベクトル空間との関係
• 3次元空間の実ベクトル a =

(
a1 a2 a3

)
, b =

(
b1 b2 b3

)
の内積

(a, b) =
3∑

i=1

aibi (301)

規格直交化された基底ベクトル

(e(i), e(j)) = δij, e(1) =
(
1 0 0

)
, e(2) =

(
0 1 0

)
, e(3) =

(
0 0 1

)
(302)

任意のベクトル aの基底による展開

a =
3∑

i=1

aie
(i), ai = (a, e(i)) (303)

αa+ φbもベクトル：実ベクトル全体 {a}は 3次元ベクトル空間をなす

• 区間−L → x → Lの実数値関数 f(x), g(x)の内積

(f, g) =
1

L

∫ L

−L
f(x)g(x)dx (304)

規格直交化された基底関数（式 (292), (293), (294)）

(e(i), e(j)) = δij, (305)

{e(i)} = {1/
√
2, cos

(
p(1)x

)
, cos

(
p(2)x

)
, · · · , sin

(
p(1)x

)
, sin

(
p(2)x

)
, · · · } (306)

任意の関数 f(x)の基底による展開（式 (291), (298), (299)、厳密には f(x)の条件と基底の
完全性が必要）

f(x) =
→∑

i=1

Cie
(i)(x), Ci = (f, e(i)) (307)

αf(x) + φg(x)も関数：関数 {f(x)}全体は無限次元ベクトル空間をなす
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11.4 フーリエ変換
• 関数 f(x)つまり展開係数A(n), B(n)が実数のとき、指数関数と三角関数の関係

eiθ = cos θ + i sin θ, sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
, cos θ =

eiθ + e−iθ

2
(308)

を用いてフーリエ級数展開 (291)は以下のようにまとめられる（補足参照）

f(x) =
→∑

n=−→
cne

inπx/L, cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/Ldx (309)

cn, einπx/Lはそれぞれ複素数だが c−n = c∗nの関係があるため和をとった f(x)は実数

• L→∞極限：p(n) = nπ/Lなので隣り合う波数の間隔!pは

!p = p(n+1) − p(n) =
(n+ 1)π

L
− nπ

L
=
π

L
(310)

!p→ 0なので波数 pは連続変数（分母に Lがあるが nが無限大まで動くので pは有限）
nπ

L
→ p (311)

cnは 1/Lに比例するため、有限の係数を
cn
!p
→ c(p) (312)

とすると

f(x) =
→∑

n=−→
!p

cn
!p

ei(nπ/L)x →
∫ →

−→
c(p)eipxdp (313)

cn
!p

=
1

2π

∫ L

−L
f(x)e−i(nπ/L)xdx→ 1

2π

∫ →

−→
f(x)e−ipxdx (314)

• 座標の関数 f(x)から波数の関数 c(p)のフーリエ変換、c(p)から f(x)への逆フーリエ変換

f(x) =

∫ →

−→
c(p)eipxdp, c(p) =

1

2π

∫ →

−→
f(x)e−ipxdx (315)

c(p)は複素数だが c(−p) = [c(p)]∗の関係があるため積分した f(x)は実数

• 自由度と変数のまとめ（フーリエ変換の相手が有限なら離散、無限なら連続）

系 座標 波数
N 自由度振動 j（離散有限） p(n), n = 1, 2, · · ·N（離散有限）
連続自由度振動, 0 → x → L x（連続有限） p(n), n = 1, 2, · · ·（離散無限）
連続自由度振動, −∞ < x <∞ x（連続無限） p（連続無限）
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