
8 剛体の一般の運動
8.1 オイラーの方程式

• 剛体の主軸 {v1, v2, v3}での座標系

N = N1v1 +N2v2 +N3v3, ω = ω1v1 + ω2v2 + ω3v3, Î =

⎛

⎜⎝
I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

⎞

⎟⎠ (200)

直交座標（xyz）では Ixyなどの慣性乗積が 0でない→主軸の座標系で運動方程式を考える
• 主軸と回転軸が一致しない場合（図 17(a)）：主軸の単位ベクトル viは角速度ωで回転
ωで回転する座標系でのベクトル aの時間変化（力学 I参照、d→/dtは回転座標系での微分）

d

dt
a =

d→

dt
a

︸︷︷︸成分の時間変化
+ ω × a︸ ︷︷ ︸

vi の時間変化
(201)

• 主軸での回転の運動方程式
N =

d

dt
L =

d→

dt
L+ ω ×L (202)

各成分はオイラーの方程式（補足参照）：主軸の座標での回転の運動方程式
N1 = I1ω̇1 − (I2 − I3)ω2ω3 (203)

N2 = I2ω̇2 − (I3 − I1)ω3ω1 (204)

N3 = I3ω̇3 − (I1 − I2)ω1ω2 (205)

Niから ωi(t)を決める、または ωi(t)を与えるようにNiを決める
• 回転の運動エネルギーと時間変化：式 (176)より、今の表記では（補足参照）

K =
I1ω2

1

2
+

I2ω2
2

2
+

I3ω2
3

2
,

dK

dt
= ω ·N (206)

主軸の座標系でも元の座標系でも成立
ω = 0（回転していない）またはN = 0（外力がない）のときKが保存

8.2 自由な歳差運動
• N = 0（外力なし）で I1 = I2の場合のオイラー方程式

0 = I1ω̇1 − (I2 − I3)ω2ω3 = I1ω̇1 − (I1 − I3)ω2ω3 (207)

0 = I2ω̇2 − (I3 − I1)ω3ω1 = I1ω̇2 − (I3 − I1)ω3ω1 (208)

0 = I3ω̇3. (209)
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図 17: (a)：主軸 {v1, v2, v3}と回転軸ωが一致しない運動、(b)：主軸の座標系での回転軸の歳差
運動Ω、(c)：{v1, v2}面内での回転軸の歳差運動Ω。

式 (209)より、ω3が一定、これより1

ω̇1 = −
I3 − I1

I1
ω3ω2 = −!ω2, ω̇2 =

I3 − I1
I1

ω3ω1 = !ω1, ! ↔ I3 − I1
I1

ω3 (210)

• ω2を消去すると ω1に対する単振動の方程式
ω̈1 = −!ω̇2 = −!2ω1 (211)

⇒ ω1 = A cos(!t+ φ), ω2 = −
1

!
ω̇1 =

1

!
A! sin(!t+ φ) = A sin(!t+ φ) (212)

• 回転軸の方向は v3軸を中心に {v1,v2}面内で回転（図 (17)(b), (c)）：歳差運動
(
ω1 ω2

)
=
(
A cos(!t+ φ) A sin(!t+ φ)

)
(213)

• 地球は極軸まわりに対称で極軸方向にわずかに扁平
I1 = I2 < I3,

I3 − I1
I1

∼ 0.00327 ⇒ 306! ∼ ω3 (214)

ω3は地軸の回転なので周期 T = 2π/ω3は 1日、歳差運動の周期 T = 2π/!は約 306日
• チャンドラー震動：周期約 400日の地軸の微小な歳差運動
注）地軸の分点の歳差運動（周期約 2万 6千年、太陽などの潮汐力が原因）とは別

8.3 2粒子回転系
• 長さ 2aの軽い棒の端に質量mの質点、v3軸から θずれた方向にωで回転（図 18(a)）
• 慣性モーメント

I1 = I2 = 2ma2, I3 = 0 (215)
1地球の場合、自転（ω）とチャンドラー震動（歳差運動 Ω）の方向が一致しており、3軸方向に扁平な楕円体は

I3 > I1 となるので（演習問題参照）、ゴールドスタイン「古典力学」の第 3版ではなく第 2版の記述に合わせる。
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• 角速度と角運動量（ω = |ω|）

ω =

⎛

⎜⎝
ω sin θ

0

ω cos θ

⎞

⎟⎠ , L =

⎛

⎜⎝
2ma2 0 0

0 2ma2 0

0 0 0

⎞

⎟⎠

⎛

⎜⎝
ω sin θ

0

ω cos θ

⎞

⎟⎠ =

⎛

⎜⎝
2ma2ω sin θ

0

0

⎞

⎟⎠ (216)

Lは v1軸方向でωと平行でない
• ω一定（ω̇ = 0⇒ ω̇ = 0）の場合、オイラーの方程式より

N1 = I1 · 0− (2ma2 − 0) · 0 · ω cos θ = 0 (217)

N2 = I2 · 0− (0− 2ma2)ω cos θω sin θ = 2ma2ω2 sin θ cos θ (218)

N3 = I3 · 0− (0− 2ma2)ω sin θ · 0 = 0 (219)

• Lとωが平行でないとき、ωを一定に保つためにはN ≃= 0の力のモーメントが必要
ωは v2方向なのでω ·N = 0、回転の運動エネルギーは変化しない
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図 18: (a)：2粒子系回転系、(b)：接地点が原点に固定されたこま、(c)：3次元極座標

8.4 こまの歳差運動
• 接地点が原点に固定されたこまを直交座標で考える（図 18(b)）
• こまの回転軸の方向の単位ベクトル（3次元極座標、図 18(c)）

v3 =

⎛

⎜⎝
sin θ cosφ

sin θ sinφ

cos θ

⎞

⎟⎠ (220)

θ, φが軸の方向を決める⇒ θ(t), φ(t)
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• こまの回転速度が十分速く、減速しない
L = I3ωv3 ω̇ = 0 (221)

と近似できる場合、角運動量の時間変化は（補足参照）
L̇ = I3ω

⎛

⎜⎝
θ̇ cos θ cosφ− φ̇ sin θ sinφ
θ̇ cos θ sinφ+ φ̇ sin θ cosφ

−θ̇ sin θ

⎞

⎟⎠ (222)

• 重心座標Rと重力F

R = Rv3 =

⎛

⎜⎝
R sin θ cosφ

R sin θ sinφ

R cos θ

⎞

⎟⎠ , F =

⎛

⎜⎝
0

0

−Mg

⎞

⎟⎠ (223)

重力による力のモーメント
N = R× F =

⎛

⎜⎝
(R sin θ sinφ)(−Mg)− 0

0− (R sin θ cosφ)(−Mg)

0− 0

⎞

⎟⎠ =

⎛

⎜⎝
−MgR sin θ sinφ

MgR sin θ cosφ

0

⎞

⎟⎠ (224)

L ⇐ ωだがN の方向が異なる
• 回転の運動方程式（N = L̇）

⎛

⎜⎝
−MgR sin θ sinφ

MgR sin θ cosφ

0

⎞

⎟⎠ = I3ω

⎛

⎜⎝
θ̇ cos θ cosφ− φ̇ sin θ sinφ
θ̇ cos θ sinφ+ φ̇ sin θ cosφ

−θ̇ sin θ

⎞

⎟⎠ (225)

z成分より θ̇ = 0、x成分に代入して（y成分に代入しても同様）
−MgR sin θ sinφ = −I3ω sin θ sinφφ̇, ⇒ φ̇ =

MgR

I3ω
(226)

回転軸は φ方向に角速度MgR/(I3ω)の等角速度円運動（歳差運動、HPの動画参照）
θは時間変化しない（倒れない）

• ω > 0のときMgR/(I3ω) > 0：こまの回転方向と歳差運動の回転方向は同じ
逆回転のこま：ω → −ω、歳差運動も逆回転

• φ̇はωに反比例：こまの回転が速いとき歳差は遅く、回転がゆっくりになると歳差が速くなる
• θが変化しない：こまは倒れない？
倒れる方向の角運動量を無視したため
オイラー方程式で厳密に扱うと章動（θ方向の振動）がおこる

• 実際のこまには接地点での摩擦力などがはたらき |L|が時間とともに減少
⇒ 徐々に章動が起こり最終的にこまが倒れる
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