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概要

学部 1年生向け講義「力学 II」のノート．力学 IIでは主に複数の質点の集まりの運動についてニュート

ン力学を用いて解析する手法を学ぶ．複数の質点からなる系のことを「質点系」とよぶ．質点の数が多い場

合は個々の質点の運動方程式を連立して解くのは難しいが，純粋な回転を除いて質点の相対的な位置が固定

されている剛体の場合は，著しく簡単になることを示す（だけど難しい · · · かも）．同時期に学習する（は
ずの）線形代数の行列の対角化は慣性モーメントの計算や，連成振動の問題と密接に関わってくるので非常

に重要である．特に頻出する実対称行列の対角化については付録に詳しい解説をつけておいた．後半は波

動と振動について重点的に学び，フーリエ級数，フーリエ変換を用いて一次元の波動方程式を解析する．初

めて本格的に偏微分方程式を扱うことになるが，現代科学の根幹部分と言っても過言ではないので，必ず理

解できるようになってほしい．偏微分方程式についての詳しい講義は 2年生の後期の物理数学 IIでなされ

る（物理数学 IIの pdfノートも参照）．なお，∗ 印がついている部分は少しもしくはとても難易度が高いの

で最初は飛ばしても差し支えない．以下にこのノートを作成するときに参考にした教科書をあげておく：

• 今井功　監訳「バークレー物理学コース　力学　下」，丸善（剛体について基礎的な部分が書いてある）
• 伊東敏雄「身近に学ぶ　力学入門」，学術図書出版社（入門用に）
• ゴールドスタイン「古典力学　上」，吉岡書店（難易度は高いが独楽の運動の解析は参考になる．解析
力学向けかも．）

• 小形正男「振動・波動」，裳華房（波に関してかなり丁寧な解説がされていて読みやすい．種々の小ネ
タも．）

∗ hattori@tmu.ac.jp
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1 質点系の力学

1 質点系の力学

1.1 質点系の運動方程式

質点が複数 (i = 1, 2, · · · , N)個ある場合も，ニュートンの運動方程式は各質点の加速度と質点にはたらく

力で表される．

ri : i番目の質点の座標 (質量mi),

Fi : i番目の質点にはたらく外力,

Fji : j 番目の質点が i番目の質点におよぼす力（内力）,

を定義すると，運動方程式は，時間微分
dA

dt
を Ȧで表して，

m1r̈1 = F1 + F21 + F31 + F41 + · · · ,
m2r̈2 = F2 + F12 + F32 + F42 + · · · ,
m3r̈3 = F3 + F13 + F23 + F43 + · · · ,
· · · · · ·

mN r̈N = FN + F1N + F2N + F3N + · · · , (1)

のように書ける．ここで，外力 Fi は質点系に各質点からの重力ではない重力がはたらいているような場合に

有限になる．例えば N 個の粒子の運動を地上で考える場合など．

式 (1)はN 個の連立二階微分方程式になっていて，書き下すだけでも大変である．その中にあって，一つの

特別な座標（重心座標）は，以下のように単純な方程式として記述されることがわかる．式 (1)を辺々たすと，

N∑
i=1

mir̈i =

N∑
i=1

Fi +

N∑
i>j

(
Fji + Fij

)
︸ ︷︷ ︸
作用・反作用の法則より 0

=

N∑
i=1

Fi, (2)

となる．また，重心の座標Rを以下のように定義する：

R ≡ 1

M

N∑
i=1

miri, M ≡
N∑
i=1

mi. (3)

ここで，M は全質量である．Rについての運動方程式は，式 (2)より，

MR̈ =

N∑
i=1

Fi, (4)

のように，外力の和にのみ依存する．つまり，重心の運動は個々の質点がどのように力を及ぼし合っているか

には依存しない，ということである．式 (3)を時間で微分すると，重心の速度 V，運動量 P を得る：

V =
1

M

N∑
i=1

miṙi =
1

M

N∑
i=1

mivi =
1

M

N∑
i=1

pi, P =MV =

N∑
i=1

mivi =

N∑
i=1

pi. (5)

ここで，質点 iの速度 vi と運動量 pi を用いた．式 (5)から明らかにわかるように，重心の運動量は剛体の全

運動量に等しい．これに対して，重心の速度 V は速度の総和ではない．P を用いると，式 (4)は，

Ṗ =

N∑
i=1

Fi, (6)
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1.2 質点系の運動エネルギー 1 質点系の力学

と表される．

1.2 質点系の運動エネルギー

1.1節で導入した重心座標を用いて，重心座標からみた相対座標（重心座標系）r′i と速度 v′i を定義しよう：

r′i ≡ ri −R, および v′i ≡ ṙ′i = ṙi − V . (7)

これらを用いて，全運動エネルギーK を表してみると，

K =
1

2

N∑
i=1

mi|ṙi|2 =
1

2

N∑
i=1

mi|V + v′i|2 =
1

2

N∑
i=1

mi|V |2 +
N∑
i=1

miV · v′i +
1

2

N∑
i=1

mi|v′i|2, (8)

となる．右辺第二項は，

V ·
N∑
i=1

miv
′
i = V ·

N∑
i=1

mi(ṙi − V ) = V · P −M |V |2 = V · (MV )−M |V |2 = 0, (9)

となるので，

K =
1

2
M |V |2 + 1

2

N∑
i=1

mi|v′i|2, (10)

を得る．第一項は重心の運動エネルギー，第二項は相対運動の運動エネルギーの和である．

1.3 質点系の角運動量

i番目の質点の角運動量を Li とする．Li の時間微分は i番目の質点にはたらく力のモーメントなので，

L̇1 = r1 × (F1 + F21 + F31 + F41 · · · ),
L̇2 = r2 × (F2 + F12 + F32 + F42 + · · · ),
L̇3 = r3 × (F3 + F13 + F23 + F43 + · · · ),
· · · · · ·
L̇N = rN × (FN + F1N + F2N + F3N + · · · ), (11)

が成立する．辺々たして，作用反作用の法則 Fji = −Fij を用いると，

L̇ ≡
N∑
i=1

L̇i =

N∑
i=1

(ri × Fi) +

N∑
j>i

(ri − rj)× Fji. (12)

右辺第二項は Fji ∥ ri − rj であれば (∥は平行を表す記号)外積の定義より 0である．平行でない場合は，一

見するとどうなるかわからないが，通常考える力では常に 0になるので，以下では右辺第二項は 0であるとし

て進める．よって，全角運動量 Lの時間微分 L̇は外力のモーメントNi を用いて，

L̇ =

N∑
i=1

ri × Fi =

N∑
i=1

Ni, (13)

と表される．
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1.3 質点系の角運動量 1 質点系の力学

以下では，式 (13)を，式 (10)のように，重心座標と相対座標の寄与に分離してみよう．式 (7)を用いると，

L =

N∑
i=1

Li =

N∑
i=1

mi(R+ r′i)× (V + v′i),

=

N∑
i=1

miR× V +

N∑
i=1

mir
′
i × V +R×

N∑
i=1

miv
′
i +

N∑
i=1

mir
′
i × v′i, (14)

となるが，重心の定義 (3)(5)より，

N∑
i=1

mir
′
i =

N∑
i=1

mi(ri −R) =M

(
1

M

N∑
i=1

miri

)
−MR = 0, (15)

および，
N∑
i=1

miv
′
i =

N∑
i=1

mi(vi − V ) =M

(
1

M

N∑
i=1

mivi

)
−MV = 0, (16)

なので，

L =MR× V +L′, L′ ≡
N∑
i=1

mir
′
i × v′i, (17)

と表される，右辺第一項は重心の角運動量，第二項 L′ は相対角運動量，または重心まわりの角運動量と呼ば

れる（後者の方が正確な意味だろう）．式 (17)の時間微分をとると，

L̇ =MṘ× V +MR× V̇ + L̇′ = 0+R×
N∑
i=1

Fi + L̇′, (18)

である．一方，外力のモーメントを用いた関係式 (13)より，

L̇ =

N∑
i=1

ri × Fi =

N∑
i=1

(R+ r′i)× Fi = R×
N∑
i=1

Fi +

N∑
i=1

r′i × Fi, (19)

となる．式 (18)と式 (19)を比較すると，重心まわりの角運動量の時間微分は，

L̇′ =

N∑
i=1

r′i × Fi =

N∑
i=1

N ′i , (20)

となる．つまり，重心まわりの角運動量の時間微分は重心に関する（重心まわりの）外力のモーメントN ′i の

和になる．
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2 衝突

2 衝突

2.1 弾性衝突・非弾性衝突

• 衝突：物体間の相互作用の過程．図 1の様に，質量m1 とm2 の物体が「撃力」F12 を及ぼし合って速

度が v1, v2 から v′1, v
′
2 に変わる過程．

衝突の過程では外力は働いていない（もしくは撃力は一般に非常に大きく，外力を無視できる）ので全運動量

が保存する：
m1v1 +m2v2 = m1v

′
1 +m2v

′
2. (21)

全力学的エネルギーが保存する場合を弾性衝突と呼び，

E =
1

2
m1|v1|2 +

1

2
m2|v2|2 =

1

2
m1|v′1|2 +

1

2
m2|v′2|2, (22)

である．ただし，ここでは位置エネルギーは考慮しないものとする．初速度 v1,2 が与えられた時，式 (21)と

式 (22)を用いれば，v′1,2 が求まる．一方，全力学的エネルギーが保存しない場合を非弾性衝突とよぶ．

♠ 例 1：一次元の非弾性衝突

一次元での衝突を考えると，運動量保存より m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2 である．非弾性衝突を特徴付け

るはねかえり係数 eは以下の式で定義される：

v′1 − v′2
v1 − v2

= −e. (23)

重心座標系で考えると見通しが良い．重心速度 V は，

V =
m1v1 +m2v2

M
=
m1v

′
1 +m2v

′
2

M
, M ≡ m1 +m2, (24)

なので，重心から見た衝突前の速度 u1,2 は，

u1 = v1 − V =
m1 +m2

M
v1 −

m1v1 +m2v2
M

=
m2

M
(v1 − v2),

u2 = v2 − V =
m1 +m2

M
v2 −

m1v1 +m2v2
M

= −m1

M
(v1 − v2),

v

1
m 2

m

1

v
1

v
2

v
2’

’
F
12

図 1 二つの物体の衝突と撃力．
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2.2 質量が時間的に変化する場合の運動 2 衝突

と表すことができる．重心系での速度 u1,2 に対して，元の v1,2，v′1,2 のことを実験室系の速度とよんだりす

る．一方，重心から見た衝突後の速度 u′1,2 は，

u′1 = v′1 − V =
m2

M
(v′1 − v′2)

式 (23)−−−−→ m2

M
(−e)(v1 − v2) = −eu1,

u′2 = v′2 − V = −m1

M
(v′1 − v′2)

式 (23)−−−−→ −m1

M
(−e)(v1 − v2) = −eu2,

となる．よって，重心系においては衝突前の速度 {u1, u2}が衝突後は {−eu1,−eu2}となることがわかる．
衝突前の全運動エネルギーを計算してみると，

K =
m1u

2
1

2
+
m2u

2
2

2
=
m1m

2
2(v1 − v2)2

2M2
+
m2m

2
1(v1 − v2)2

2M2
=

1

2

m1m2

M
(v1 − v2)2 =

µ

2
(v1 − v2)2, (25)

ここで換算質量：µ−1 ≡ m−11 +m−12 を用いた．衝突後は速度が −e倍されるので，

K ′ =
µe2

2
(v1 − v2)2, (26)

である．弾性衝突の場合は力学的エネルギーが保存されるので e = 1，非弾性衝突の場合は力学的エネルギー

が減少する（非弾性衝突という分にはエネルギーをもらっても良いが，通常は衝突の際に摩擦や，熱，音など

に変換されエネルギーを失うことが想定されている）ので，e < 1となる．また，特に e = 0を完全非弾性衝

突と呼び，二つの物体が合体して運動することに対応する（重心系での運動エネルギーが 0）．

♠ 例 2：二つの球の衝突

図 2の様に x, y 軸をとる．撃力は x方向にのみはたらくので y 方向の各々の球の運動量（したがって速さも）

は保存する．x方向の全運動量保存と x方向ははねかえり係数を eとして，

v′1x − v′2x = −e(v1x − v2x), m1v1x +m2v2x = m1v
′
1x +m2v

′
2x, (27)

が成り立つ．連立して衝突後の速度の x成分を求めると，M ≡ m1 +m2 として，以下を得る：

v′1x =
[
1− m2

M
(1 + e)

]
v1x +

m2

M
(1 + e)v2x,

v′2x =
m1

M
(1 + e)v1x +

[
1− m1

M
(1 + e)

]
v2x.

2.2 質量が時間的に変化する場合の運動

地表から宇宙に向けて発射されるロケットは大量の燃料を積んでいる．ロケットはこれらの燃料を進行方向

と逆向きに噴射し加速していく．この時，ロケットと燃料の全質量は時間とともに変化（減少）していくこと

になるが，この様な場合には運動方程式をどの様に考えれば良いのだろうか？

時刻 t において，ロケットと燃料の全質量を m(t) として，速度 v(t) で「一緒に」運動しているとする．

微小時間 ∆tの間に一部の燃料をロケットから見て速さ V で進行方向と逆向きに噴射すると考える．この噴

射された燃料の質量を −∆mとおき，時刻 t +∆tにおける，（一緒に動いている）ロケットと燃料の速度を

v(t) +∆vとおく．全質量は，噴射した燃料の分を引いてm(t+∆t) = m(t) +∆mであるので，全運動量は，

[m(t)+∆m)][v(t)+∆v] = m(t)v(t)+∆mv(t)+m(t)∆v+∆m∆v ≃ m(t)v(t)+∆mv(t)+m(t)∆v, (28)
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2.2 質量が時間的に変化する場合の運動 2 衝突

となる，ここで，微小量の二次の項は無視できることを用いた．一方，噴射された燃料の運動量は，

−∆m[v(t)− V ], (29)

と書ける．ここで，v(t)+∆vではなく v(t)を用いているが，どちらにせよ，∆m∆vの項は無視することがで

きる為，時刻 tにおける速度 v(t)を使おうが t+∆tでの速度 v(t) +∆vを使おうが同じになる．式 (28)と式

(29)を用いると，時刻 tから t+∆tの間に変化した「ロケットと燃料」と噴射された燃料の全運動量∆P は，

∆P =
{
m(t)v(t) + ∆mv(t) +m(t)∆v −∆m[v(t)− V ]

}
−m(t)v(t),

= m(t)∆v +∆mV. (30)

∆tで割ると運動方程式 (6)を用いることができて，以下を得る：

∆P

∆t
= m(t)

∆v

∆t
+

∆m

∆t
V

∆t→0−−−−→ Ṗ = m(t)v̇(t) + ṁ(t)V = F (t) = −m(t)g. (31)

最右辺は，ロケットと燃料にはたらく重力 (=外力)F (t) = −m(t)gである．ここでもm(t)でなくm(t)+∆m

としても，結局m(t)g ≫ ∆mg なのでm(t)を用いて良い．m(t)で割って整理すると，

v̇(t) = −g − V ṁ(t)

m(t)
. (32)

これは変数分離の形になっているので，tで積分すると，

v(t1)− v(t0) = −g
∫ t1

t0

dt− V
∫ t1

t0

ṁ(t)

m(t)
dt = −g(t1 − t0)− V

∫ m(t1)

m(t0)

dm

m
= −g(t1 − t0)− V ln

[
m(t1)

m(t0)

]
,

(33)

を得る．t0 = 0で v(0) = v0，m(0) = m0 とすると，t1 を tとかいて，

v(t) = v0 − gt+ V ln

[
m0

m(t)

]
, (34)

である [ツィオルコフスキー (Tsiolkovsky)の公式]．右辺最後の項により，噴射速度に比例して速度が増大す

ることになる (m(t) < m0)．対数の中は最初と最後の質量の比になっており，質量比とよぶ．

v

1
m 2

m

1

v
1

v
2

v
2’

’

F
21

−F21

x

y

図 2 二つの球の衝突．
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2.2 質量が時間的に変化する場合の運動 2 衝突

4m燃料燃料

燃料

燃料

4m

m

m本体

本体

8m

2m

捨てる部分

(a) (b)

図 3 総質量 10m，うち燃料 8mの (a)一段式ロケットと (b)二段式ロケット．

♠ 例 3：多段ロケット

実際のロケットは多段の燃料を積んでいる．第●燃料切り離し～，というロケットの発射中継を見た人もいる

かもしれない．これは多段にした方が最終的に大きな速度が出しやすいという事実がある．式 (34)を用いて，

図 3に示したような同じ量の燃料 8mを積んだ，総質量 10mの二種類のロケットがどれだけ加速されるのか

を考えてみよう．まず，図 3(a)のロケットの場合は燃料の噴出速度を V とすると，式 (34)より，全ての燃料

を噴出した時刻 t∗ での本体の速さは，

v(t∗) = v0 − gt∗ + V ln 5, (35)

となる．図 3(b)のロケットの場合は，燃料が二つに別れており，“捨てる部分”は燃料を積載するのに必要な

部分とでも思ってもらおう．まず，質量 4mの燃料を噴出速度 V で使い切った時刻 t′ での速さは，

v(t′) = v0 − gt′ + V ln
5

3
. (36)

“捨てる部分”は静かに射出するものとすると，残った燃料 4mを全て噴出した時刻 t′′ での本体の速さは，

v(t′′) = v(t′)− g(t′′ − t′) + V ln 5 = v0 − gt′′ + V

(
ln

5

3
+ ln 5

)
. (37)

t′′ ∼ t∗ であると仮定すると，図 3(b)の場合の方が V ln
5

3
だけより加速されることがわかる．図 3(a)の場合

は最後に残っている本体の質量が図 3(b) の 2 倍あるので，“公平” な比較ではないと思うかもしれない．図

3(a)の本体の半分を最後に射出速度 V (!)で捨てたとすると，V ln 2が加わる*1．もちろん (b)の場合と同様

にゆっくり捨てれば一切加速されない．このような（大雑把な議論だが．．．）理由から，多段のロケットが主

に使われているようである．

　　　　　　　

*1これは式 (34)を使っているが，普通に分離して速さが vfinになったとすると，運動量保存より 2mv(t∗) = mvfin+m(v(t∗)−V ) →
vfin = v(t∗) + V である．V ln 2の場合もこの場合も，もちろん燃料の噴射速度と同じ速度では切り離せないので非現実的．
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3 剛体の自由度と運動方程式

3 剛体の自由度と運動方程式

• 剛体：力が加わっても形が変化しない物体 (質点系)．いわゆる堅い物体である．全ての質点間の距離が

不変，したがって，任意の 3つの質点からなる三角形が不変であるような質点系．

3.1 自由度

N 個の質点系には各質点の位置座標 ri の自由度があり，合計 3N 個の座標がある．運動方程式を解くには

初期座標 3N 個に加えて初速度をさらに 3N 個与える必要がある．このように，一般の質点系では膨大な数の

自由度があるが，全ての質点間の距離が固定されている剛体では実は自由度はそれほど多くない．このこと

を，質点 1, 2, 3, · · · を位置座標 r1, r2, r3, · · · に順次付け加えていくことで調べてみよう．

Ω

(a) (b)

(c) (d)

図 4 剛体の自由度．(a) N = 1，(b) N = 2，(c) N = 3，(d) N = 4．
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3.2 運動方程式 3 剛体の自由度と運動方程式

♠ 例 4：N = 1

この場合は，質点が 1つあるだけなので，自由度としては座標の成分の数と同じ 3自由度である [図 4(a)]．

♠ 例 5：N = 2

次に N = 2の場合では，質点 1の座標 r1 から二つ目の質点 2の座標 r2 への相対座標 r21 を考える．「剛体」

ということは r21 = |r21|は一定であるので，自由度としては，r1 の位置（3自由度）と r21 の位置 (3自由

度)のうち二つの角度 [図 4(b)]を考慮した合計 5自由度となる．この二つの角度の取り方は自由にとって良

いが，図 4(b)では 3次元の極座標の 2つの角度 θ, φのようにとっている．このとき，剛体を r1 を原点にし

て回転させると，r21 は半径 r21 の球面を動くことになる．

♠ 例 6：N = 3

続いて N = 3を考えると，図 4(c)のように，質点 1，2からの距離が r31 および r32 で一定であるような座

標 r3 が N = 3の場合の剛体である．このような座標 r3 は，図のような質点 1，2の間を結ぶ線分に垂直な

面内の円周上になければいけない．つまり，その円周上のどの角度にあるか，という自由度 Ωが 1つ加わる

ことになり，合計で，r1 の座標，r21 の 2つの角度変数とあわせて 6自由度である．

♠ 例 7：N = 4

同様に N = 4を考えよう．4つ目の質点 4を付け加えるとこれまでのように，その他の（つまり一つ目から

三つ目までの）質点を固定したまま，質点 4だけを連続的に動かせる自由度がないことがわかる [図 4(d)]．

よって，N = 4の場合の剛体の自由度は N = 3のときから増えず，6自由度であることがわかる．このよう

な考え方をすれば，N をこれ以上大きくしても自由度は増えないことが理解できる．

以上から，N ≥ 3の剛体の自由度はたかだか 6自由度であることがわかった．以下ではこの 6つの自由度

を支配するニュートンの運動方程式を書き下すことにしよう．

3.2 運動方程式

剛体の 6つの自由度は重心の座標と回転角に対応している．後々に学習する解析力学の考え方を用いると，

座標の値や回転角度を「変化させる～生成する」運動量が存在することが知られている．重心の座標を「動か

す」のは重心の運動量 P である．また，重心の周りの回転角度を「回転させる」のは角運動量 L′ である．こ

れらの「運動量」はベクトルなので 2つで合計 6つの成分があり，運動方程式は式 (6)と式 (20)としてすで

に求まっている：

Ṗ =

N∑
i=1

Fi, L̇′ =

N∑
i=1

N ′i =

N∑
i=1

r′i × Fi. (38)

もしくは，第二式は，問題に応じて適当に設定した原点の周りの角運動量の式 (13)：

L̇ =

N∑
i=1

Ni =

N∑
i=1

ri × Fi, (39)

でも代用可能である．
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3.3 剛体に作用する力 3 剛体の自由度と運動方程式

3.3 剛体に作用する力

重心運動に関する運動方程式は式 (38)の様に外力の総和：

F ≡
N∑
i=1

Fi, (40)

にしか依存していない．一方，回転に関しては外力のモーメントの和でしかない．もし，力 F の作用点 r が，

N ≡ r × F =

N∑
i=1

ri × Fi, (41)

の様に定義できれば，多くの力 Fi による剛体の運動が一つの力 F による運動として記述できることになる．

3.3.1 剛体に作用する重力

図 5の様に，剛体を N 個の微小部分に分割して i番目の微小部分の質量を mi，座標を ri = (xi, yi, zi)と

する．また，剛体の全質量は以前と同様にM =
∑N

i=1mi とする．負の z 方向に重力加速度の大きさを g と

して重力がかかっているとき，i番目の微小部分にかかる重力 (=外力)は，

Fi = (Fix, Fiy, Fiz) = (0, 0,−mig), (42)

である．また，力の総和 F は，

F =

N∑
i=1

Fi =

(
0, 0,−

N∑
i=1

mig

)
= (0, 0,−Mg), (43)

となる．この時，作用点 r はどこになるだろうか？作用点 r ≡ (x, y, z)の定義 (41)より，

r × F = (x, y, z)× (0, 0,−Mg) =Mg(−y, x, 0). (44)

また，
N∑
i=1

ri × Fi =

N∑
i=1

(xi, yi, zi)× (0, 0,−mig) = g

N∑
i=1

(−miyi,mixi, 0), (45)

i
g

mi

z

図 5 剛体にはたらく重力．
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3.3 剛体に作用する力 3 剛体の自由度と運動方程式

であるので，両者を比較して，

−yMg = −
N∑
i=1

miyig → y =
1

M

N∑
i=1

miyi,

xMg =

N∑
i=1

mixig → x =
1

M

N∑
i=1

mixi,

(46)

を得る．つまり，作用点 r は力の方向 (z 方向) を除いて重心座標 R に他ならない．作用点の定義が外積

r×F を用いていることから，F と平行な rの成分は決めることができない．ただし，決められなくとも，運

動方程式には現れない為，適当に選んでも構わない．重力の場合は，z 成分に関しても重心の z 座標にとって

しまって問題ない．

ところで作用点は原点のまわりの回転に関する運動方程式を簡単化するために導入されたが，重心のまわり

の回転に関する運動方程式 (20)はどうなるのだろうか？直接計算してみると，

L̇′ =

N∑
i=1

N ′i =

N∑
i=1

r′i × Fi =

N∑
i=1

(ri −R)× Fi =

N∑
i=1

ri × Fi −R× F = r × F −R× F = 0, (47)

となり (今，r = Rである)，L′ は時間変化しないことが示される．つまり，重力がはたらいている場合でも，

重心のまわりの角運動量 L′ は一定に保たれるというよく知られた事実を表している．

3.3.2 偶力

作用点 r はいつも定義できるわけではない．偶力とは同じ大きさで反対向きの力 F1 = −F2 が剛体の異な

る点 r1，r2 に作用している場合の力のことをいう．つまり，力の総和は F = F1 + F2 = 0であるにもかか

わらず，力 F の作用点を定義する式は，

r × F = N = r1 × F1 + r2 × F2 = (r1 − r2)× F1 ̸= 0, (48)

となり，この式を満足するような r を定義することができない．この場合の力のモーメントN を特に偶力の

モーメントとよび，その大きさは F1 と r12 = r1 − r2 のなす角を θ，r1 − r2 の F1 への射影の長さを hと

して，
|N | = |r12||F1| sin θ = |F1|h,

と表すことができる．

r
1

r
2

r
12

F
1

F
1

−

θ

h

図 6 偶力．
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4 剛体の重心・つり合い

4 剛体の重心・つり合い

4.1 剛体の重心

くりかえしでてきていることからわかるが，剛体の重心座標 Rは重要な量である．ここでは，重心座標を

積分して求めてみよう．重心座標の定義は和の形で式 (3)で与えられているので，重心座標Rは，

R =
1

M

N∑
i=1

miri =
1

M

N∑
i=1

∆V
mi

∆V︸︷︷︸
密度ρ(ri)

ri
積分の極限−−−−−−→ 1

M

∫
drρ(r)r, M =

∫
drρ(r), (49)

のような積分で計算できる．積分範囲を明記していないが，剛体の外側では ρ(r) = 0 であると思えば良い．

全質量M についても密度 ρ(r)の体積積分で表されることは自明であろう．

図 7にいくつかの剛体の例を示している．以下で全質量M と重心座標Rを求めておこう．

♠ 例 8：質量の異なる三つの質点からなる正三角形状の剛体 [図 7(a)]

M = 6m, R =
1

6m

[
m(0, a) + 2m

(
−a
2
,− a

2
√
3

)
+ 3m

(
a

2
,− a

2
√
3

)]
=
a

6

(
1

2
,− 5

2
√
3

)
=

a

12

(
1,− 5√

3

)
.

♠ 例 9：密度 ρの半円 (ここでは ρは面密度)[図 7(b)]

M =
ρ

2
πa2, R = (X,Y ) =

2

πρa2

∫
0<y<

√
a2−x2

dr (x, y)ρ.

半円が y 軸に関して対称なので明らかにX = 0になる．これは積分の変数 xを x→ −xとしたときに符号が
変わることからも理解できる．Y に関しては，

Y =
2

πa2

∫ a

−a
dx

∫ √a2−x2

0

dyy =
1

πa2

∫ a

−a
dx(a2 − x2) 1

πa2

[
2a3 − 2a3

3

]
=

4a

3π
,

である．確かに，Y < a
2 である．積分は極座標を用いると以下のようにも書ける：

Y =
2

πa2

∫ a

0

rdr

∫ π

0

dθ r sin θ =
4

πa2

∫ a

0

r2dr =
4a

3π
.

3m
2m

m

y

xO

a

r
3

r
2

r
1

y

x

a

aO

x
y

z

a

a

a

OOO

a

h

x

y

z z
b

a/2

aO

O

(a) (b) (c) (d) (e)

図 7 剛体の例．(b)-(e)では密度は一定で ρとする．
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4.2 つり合い 4 剛体の重心・つり合い

♠ 例 10：密度 ρ，x, y, z > 0, x+ y + z < aで囲まれた領域 [図 7(c)]

この剛体の x, y, z の 3方向は全て等価であるので，重心座標はR = (Z,Z, Z)となることがわかる．高さ z

の断面の三角形の面積は (a− z)2/2なので，

M = ρ

∫ a

0

dz
(a− z)2

2
=
ρa3

6
, Z =

6

ρa3

∫ a

0

dzρz
(a− z)2

2
= 3a

∫ 1

0

duu(1− u)2 = 3a

[
1

2
− 2

3
+

1

4

]
=
a

4
,

である．

♠ 例 11：密度 ρ，半径 a，高さ hの円錐 [図 7(d)]

重心は z 軸上にあるのは自明なのと，高さ z の断面の円の半径は a− az/hであることから，

M =
ρπa2h

3
, Z =

3

πρa2h

∫ h

0

dzz

∫ a−az/h

0

rdr

∫ 2π

0

dθρ =
3

h

∫ h

0

dzz
(
1− z

h

)2
= 3h

∫ 1

0

duu(1− u)2.

積分は一つ前の例と同じなので，Z =
h

4
である．

♠ 例 12：密度 ρ，半径 aの球の内部の高さ a/2の点を中心に半径 b < a/2の球が空洞になっている剛体 [図

7(e)]

重心は z 軸上にあるのは自明なのと，半径 aの球内の積分から，半径 bの球の積分の差をとれば全質量，重心

が求まることから，

M =
4πρ

3

[
a3 − b3

]
, Z =

1

M

∫
r<a

drzρ− 1

M

∫
|r−aẑ/2|≤b

drzρ
r′=r−aẑ/2−−−−−−−→ 0− ρ

M

∫
|r′|≤b

dr′
(
z′ +

a

2

)
.

z′ の積分は 0なので，結局，

Z = − a

2M

4πρb3

3
= −1

2

ab3

a3 − b3
,

となる．

4.2 つり合い

• つり合っている条件：剛体の全運動量 (=重心の運動量)P と角運動量 Lが時間変化しない．

ここで，つり合っているときは，任意の点のまわりの角運動量が時間変化しないことが以下のようにして理解

できる．つり合いの条件より，運動方程式 (6)と，ある適当な点のまわりの角運動量 Lについて，(39)より，

Ṗ = F =

N∑
i=1

Fi = 0, L̇ = N =

N∑
i=1

Ni =

N∑
i=1

ri × Fi = 0,

が成立している．座標系の原点を aだけずらして，ri = r′i + aとし，aのまわりの角運動量 La を考えると，

L̇a =

N∑
i=1

r′i × Fi =

N∑
i=1

(ri − a)× Fi =

N∑
i=1

ri × Fi − a× F = N − 0 = 0,

となるので，La は時間変化しない．ここで，F = 0およびN = 0であることを用いた．aは任意にとれる

ので，結局，つり合っているときは任意の点のまわりの角運動量が時間変化しないことになる．
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4.2 つり合い 4 剛体の重心・つり合い

y

x

Mg

O f
1

f
2

l

n
1

n
2

θ

μ
1

μ
2

z

図 8 斜めにたてかけた棒．

♠ 例 13：斜めにたてかけた棒

図 8のように，質量M，長さ l の一様な棒が壁に地面との角度 θ でたてかけられている．壁と地面は静止摩

擦係数 µ1,2 の摩擦力 f1,2 があり，それぞれの垂直抗力を n1,2 とする．棒が滑り出だす最大の θを求めたい．

棒が滑らないとき，つり合いの条件が成立している．つまり，力の総和 F と任意の点のまわりの力のモー

メントN が 0である．まず，力の総和 F = (Fx, Fy)を考える．摩擦力と垂直抗力の向きを図 8のようにと

り，それぞれの大きさを f1,2，n1,2 とおくと，

Fx = −f1 + n2 = 0, Fy = n1 + f2 −Mg = 0, (50)

である．原点のまわりの力のモーメントN は，地面との接地点の座標を r1，壁との接触点の座標を r2，棒の

重心座標をRとすると，

N = r1×(−f1, n1, 0)+r2×(n2, f2, 0)+R×(0,−Mg, 0) = (0, 0, ln1 cos θ)−(0, 0, ln2 sin θ)−(0, 0,Mgl cos θ/2),

となる．N = 0なので，

n1 − n2 tan θ =
Mg

2
, (51)

を得る．角度 θ = π/2から徐々に θを小さくしていくと，両方の摩擦力がともに最大静止摩擦力に達する（片

方だけ達しても滑り出さない）．このとき，f1 = µ1n1，f2 = µ2n2 であり，式 (50)より，

n2 = f1 = µ1n1, n1 + f2 =Mg → n1 + µ2n2 =Mg,

を得る．これらを連立して n1, n2 を求めると，

n1 =
Mg

1 + µ1µ2
, n2 =

µ1Mg

1 + µ1µ2
,

となる．このときの θ を θm と書いて，式 (51)に代入すると，

tan θm =
n1 − Mg

2

n2
=

1

µ1
− Mg

2

1 + µ1µ2

µ1Mg
=

1

2µ1
− µ2

2
,

17



4.2 つり合い 4 剛体の重心・つり合い

となることがわかる．µ2 ≥ µ−11 のとき θm = 0となり棒は滑り出さない．

♠ 例 14：垂直抗力の作用点

摩擦のある斜面上にある物体にはたらく力は，

重力 : Mg, 垂直抗力 : R =Mg cos θ, 摩擦力 : F =Mg sin θ,

である．この物体が回転するかどうかを判断するには，力の作用点の情報が必要になる．重力の作用点は重心

にとれることは以前見たとおりであるが，Rと F に関しては作用点はどこであるべきなのだろうか？以下で

は，重力，垂直抗力，摩擦力ベクトルをそれぞれ，Mg，R，F とかくことにする．また，合力R+F の作用

点を重心から測って r の位置の底面にあるものとする．

(i) 物体が静止しており，回転しないとき

力の総和と重心まわりの力のモーメントN ′ は，

R+ F +Mg = 0, N ′ = 0×Mg + r × (R+ F ) = 0 (回転しないのでゼロ).

このことから，R+F はMg と同じ大きさで逆向きであり，作用点は r ∥ R+F である．つまり，作用点は

重心から鉛直下に下ろした直線と底面の交点にある．

(ii) 物体が静止しているが，回転し始めるとき

重心まわりの力のモーメントN ′ は，

N ′ = 0×Mg + r × (R+ F ) = 0,

を満足する r が底面上に取れない場合に回転することがわかる．よって，回転し始める時は作用点 r は物体

の底面の端に位置している．

(iii) 物体が降下しているが，回転しないとき

物体にはたらく全合力は斜面平行方向下向き（x̂方向とする）になっているので，

R+ F +Mg = fx̂

である．この時の力のモーメントは
N ′ = r × (R+ F ) = 0,

を満たすように作用点 rを物体の底面内（重心から鉛直下に下ろした直線と底面の交点ではない）に取ること

が可能になる．また，動いている場合は静止している場合に比べて物体の重心が高くても回転しにくいことが

わかる．
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4.2 つり合い 4 剛体の重心・つり合い

^x

Mg

F

R
G

A
GA= 
→

r

Mg

F

R

G

AGA= 
→

r

f

v

(a) (b)

図 9 垂直抗力と摩擦力の作用点 A．重心の位置を G と表す．(a) 静止かつ回転しない場合．(b) 回転せ

ずに降下している場合．回転しない場合は作用点 Aから合力R+ F を描くと重心 Gの方向にならないと

いけない．
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5 剛体の角運動量

5 剛体の角運動量

5.1 慣性モーメント

剛体が角速度 ωで回転している場合の剛体の角運動量はどのように表されるかを調べよう，簡単のため，角

速度は一定で，その方向を z 軸の正の向きにとろう：ω = ωẑ．以前やったように，剛体を N 個の微小な質点

に分割し，i番目の質点の座標，質量を ri，mi とする．また，z 軸と ri のなす角度を θi とする．この質点の

速度は角速度を用いると，ṙi = ω × ri = ω(−yi, xi, 0)であり，原点まわりの角運動量の z 成分 Lz は，

Lz =

N∑
i=1

[
ri × (miṙi)

]
· ẑ = ω

N∑
i=1

mi

[
(xi, yi, zi)× (−yi, xi, 0)

]
· ẑ = ω

N∑
i=1

mi(x
2
i + y2i ), (52)

のように計算される．ここに現れた，剛体の形とその密度分布にのみ依存する量を慣性モーメントとよび，

I ≡
N∑
i=1

mi (x2i + y2i )︸ ︷︷ ︸
→|ri|2 sin2 θi

=
N∑
i=1

∆V
mi

∆V
(x2i + y2i )

積分の極限−−−−−−→
∫
drρ(r)(x2 + y2) =

∫
drρ(r)|r|2 sin2 θ, (53)

である (後ほど出てくることになるが，ここでの慣性モーメントは正確には z 軸まわりの慣性モーメント，も

しくは z 軸に関する慣性モーメント等とよばれる)．I は回転軸からの距離 |r| sin θ の二乗に密度をかけたも
のを体積積分して得られる．I を用いると，

Lz = Iω, (54)

である．

慣性モーメントは運動エネルギーを表すのにも便利である：

K =
1

2

N∑
i=1

mi|ṙi|2 =
1

2

N∑
i=1

miω
2(x2i + y2i ) =

Iω2

2
. (55)

式 (54)と式 (55)は，もし，I → m，ω → v とおきかえれば，質点における質量mと速度 v に対する運動量

と運動エネルギーの表式とそっくりである：

質点：p = mv, K =
mv2

2
←→剛体：Lz = Iω, K =

Iω2

2
. (56)

rri
θ

z

O

i

m

ω

y
x

i

図 10 z 軸まわりに角速度 ω で回転する剛体．
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5.1 慣性モーメント 5 剛体の角運動量

♠ 例 15：一様な長さ l，線密度 λの細い棒の重心のまわりの棒に垂直な軸の慣性モーメント

I =

∫ l/2

−l/2
λx2dx = 2

λ

3

(
l

2

)3

=
λl3

12
=
Ml2

12
.

♠ 例 16：一様な面密度 σ，一辺の長さが a, bの薄い正方形の板の重心のまわりの板に垂直な軸の慣性モーメ

ント

I =

∫ a/2

−a/2
dx

∫ b/2

−b/2
dyσ(x2 + y2) = σ

[
b

∫ a/2

−a/2
dxx2 + a

∫ b/2

−b/2
dyy2

]
=

σ

12
(ba3 + ab3) =

M

12
(a2 + b2).

　

♠ 例 17：一様な面密度 σ で，半径 aの円板の重心のまわりの板に垂直な軸の慣性モーメント

I =

∫
drσ|r|2 = 2πσ

∫ a

0

drr3 =
πσa4

2
=
Ma2

2
.

　

♠ 例 18：一様な密度 ρで，半径 aの球の重心のまわりの慣性モーメント

球の場合は中心を通る軸であれば全て等価である．適当な方向を z 軸にとって，円柱座標を使うと，

I =

∫ a

−a
dz

∫ √a2−z2

0

drr

∫ 2π

0

dθρr2 = 2πρ

∫ a

−a
dz

(a2 − z2)2

4
= πρ

[
a5 − 2a2

a3

3
+
a5

5

]
=

8πρa5

15
.

よって，

I =
2Ma2

5
,

となる．積分で球座標を用いると，

I =

∫ a

0

r2dr

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφρr2 sin2 θ = 2πρ

∫ a

0

r4dr

∫ 1

−1
dx(1− x2) = 2πρ

a5

5

4

3
=

8πρa5

15
,

である（球座標の方が少し楽？）．球座標を扱う際に良くやる様に，θ 積分は x = cos θ と変数変換している．
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5.2 平行軸の定理 5 剛体の角運動量

5.2 平行軸の定理

慣性モーメントを計算する際に便利な性質がいくつかある．ここでは重心を通る回転軸の周りの慣性モーメ

ント IR と，その回転軸に平行で距離 dだけ離れた回転軸のまわりの慣性モーメント I の間の関係を示そう．

まず，原点を重心に取ると，IR は，

IR =

N∑
i=1

mi(x
2
i + y2i ), (57)

である．一方，重心から回転軸 (z 軸)に垂直な方向に dだけ離れた点の座標を (xd, yd, 0)とおくと，

I =

N∑
i=1

mi

[
(xi − xd)2 + (yi − yd)2

]
=

N∑
i=1

mi(x
2
i + y2i )− 2

N∑
i=1

mi(xixd + yiyd) +

N∑
i=1

mi(x
2
d + y2i ). (58)

右辺第一項は IR，第二項は和を取ると重心座標，つまり 0であり，第三項はMd2 になる（全質量をM とす

る）．よって，
I = IR +Md2, (59)

が成立する (平行軸の定理)．

5.3 平板の定理（垂直軸の定理）

薄い板に垂直な軸 (=z 軸)のまわりの慣性モーメント Iz と，板の面内の二つの直交する軸 (x, y 軸とする)

のまわりの慣性モーメント Ix, Iy の間の関係を調べてみよう．座標軸の原点は板の適当な場所にとって良い．

剛体内の点の z 座標は全て zi = 0なので，原点の周りの Ix は，

Ix =

N∑
i=1

mi(y
2
i + z2i ) =

N∑
i=1

mi(y
2
i + 02) =

N∑
i=1

miy
2
i , (60)

と表される．同様に，Iy も

Iy =

N∑
i=1

mi(z
2
i + x2i ) =

N∑
i=1

mi(0
2 + x2i ) =

N∑
i=1

mix
2
i . (61)

よって，

Ix + Iy =

N∑
i=1

mi(x
2
i + y2i ) = Iz, (62)

が成立する（平板の定理）.

l/2
O

y
x

−l/2

λ

(a)

O

x

O

b/2a/2

−b/2

−a/2
(b)

σ
y

O

x

aa

(c)

σ y

O

x

aa

(d)

ρ

O

a

z

図 11 基本的な形状での慣性モーメントの計算例．
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5.4 慣性モーメントテンソル 5 剛体の角運動量

5.4 慣性モーメントテンソル

5.1節では z 軸に剛体の軸を固定し，角運動量の z 成分だけを考えたが，一般の場合に原点周りの全ての角

運動量成分も考えてみよう．回転の方向と速さを角速度ベクトル ω で表すと，剛体中の (例によって N 個の

微小部分に分割した)質点 iの速度は ω × ri である．よって，原点のまわりの角運動量 Lは，

L =

N∑
i=1

ri × (miω × ri) =

N∑
i=1

mi

[
|ri|2ω − (ri · ω)ri

]
, (63)

と書ける．ここで，

[A×(B×A)]λ = Al(BmAnϵmnρ)ϵlρλ = AlAnBm[δlnδmλ−δlmδnλ] = AlAlBλ−AlBlAλ = |A|2Bλ−(A·B)Aλ,

を用いた．ri = (xi, yi, zi)，ω = (ωx, ωy, ωz)を代入すると，

Lx =

N∑
i=1

mi

[
|ri|2ωx −

(
xiωx + yiωy + ziωz

)
xi

]
=

N∑
i=1

mi(y
2
i + z2i )︸ ︷︷ ︸

≡Ixx

ωx−
N∑
i=1

mixiyi︸ ︷︷ ︸
≡Ixy

ωy −
N∑
i=1

mizixi︸ ︷︷ ︸
≡Ixz

ωz,

= Ixxωx + Ixyωy + Ixzωz, (64)

の様に表すことができる．同様にすると，

Ly = −
N∑
i=1

mixiyiωx +

N∑
i=1

mi(z
2
i + x2i )ωy −

N∑
i=1

miyiziωz ≡ Iyxωx + Iyyωy + Iyzωz, (65)

Lz = −
N∑
i=1

mizixiωx −
N∑
i=1

miyiziωy +

N∑
i=1

mi(x
2
i + y2i )ωz ≡ Izxωx + Izyωy + Izzωz, (66)

となる．式 (64)–(66)を行列を用いて表すと，

L =

Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

ω ≡ Îω, (67)

となる．行列 Î を慣性モーメントテンソルとよぶ．慣性モーメントテンソルの対角項はそれぞれの軸のまわり

の慣性モーメントに他ならない．また，非対角項は慣性乗積とも呼ばれる．まとめて書くと，

Iµν =

N∑
i=1

mi|ri|2
(
δµν −

(ri)µ(ri)ν
|ri|2

)
積分の極限−−−−−−→

∫
drρ(r)|r|2

(
δµν −

(r)µ(r)ν
|r|2

)
, (68)

とも表すことができる．ここで，(ri)x = xi, (ri)y = yi, (ri)z = zi 等である．なお，式 (68)は式 (63)を成

分表示すれば容易に導出できる．また，重要な性質として，Î の成分は全て実数でかつ Iµν = Iνµ，つまり Î

は実対称行列である．
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6 主軸変換

6 主軸変換

慣性モーメントテンソル Î は座標系の回転に対して変化することは容易に想像できる．実は上手く座標系を

回転して座標軸を選ぶと，Î が対角行列に見える座標が必ず存在することが示される．このような座標系の三

つの軸のことを主軸とよぶ．これは線形代数で習う実対称行列に関する重要な性質で，

任意の実対称行列は実直交行列 Û を用いて対角化可能であり，その対角成分の値（固有値）は実数である，

ということに他ならない．主軸は剛体の形や密度分布の「対称性」の良い向きを向いているので，単純なもの

であれば直感的にわかることもある．行列の対角化については付録 Aにまとめておいた．以下で，具体例を

見てみよう．

♠ 例 19：図 7(c)の剛体

慣性モーメントテンソル Iµν を計算する．重心座標の計算のときと同様に，この剛体の x, y, z 方向は等価な

ので，Ixx = Iyy = Izz, Ixy = Iyz = Izx である．また質量はM = ρa3/6であることは以前に計算した．

Izz =

∫
drρ(x2 + y2)

x と y は等価−−−−−−−→ 2ρ

∫
drx2 = 2ρ

∫ a

0

dz

∫ a−z

0

dxx2
∫ a−z−x

0

dy,

= 2ρ

∫ a

0

dz

∫ a−z

0

(a− z − x)x2dx = 2ρ

∫ a

0

dz

[
(a− z)4

3
− (a− z)4

4

]
=
ρa5

30
=
Ma2

5
. (69)

Ixy = −
∫
drρxy = −ρ

∫ a

0

dz

∫ a−z

0

dxx

∫ a−z−x

0

dyy = −ρ
2

∫ a

0

dz

∫ a−z

0

dxx(a− z − x)2,

= −ρ
2

∫ a

0

dz

[
(a− z)4

2
− 2(a− z)4

3
+

(a− z)4

4

]
= − ρ

24

∫ a

0

dz(a− z)4 = −ρa
5

120
= −Ma2

20
. (70)

よって，慣性モーメントテンソルは，

Î =
Ma2

20

 4 −1 −1
−1 4 −1
−1 −1 4

 =
Ma2

5
1̂− Ma2

20

0 1 1
1 0 1
1 1 0


︸ ︷︷ ︸

Â

, (71)

と書ける．恒等行列 1̂はどのようなベクトルでも固有ベクトルになるので，第二項の行列 Âを対角化すれば

自動的に Î を対角化できる．固有方程式を Âv = λv として，

0 = det(Â− λ1̂) = det

−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

 = −λ3 + 2 + 3λ = −(λ− 2)(λ+ 1)2 → λ = 2, −1. (72)

λ = −1は縮退していることに注意する．まず，λ = 2の固有ベクトルを求める．v2 = (u, v, w)T とおくと，−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

uv
w

 =

0
0
0

 , (73)
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6 主軸変換

を解けば良い．どのみち規格化の自由度は決まらないので，手っ取り早いのはどこかの成分を 1とおいて計算

することである．もし解が見つからなければ，別の成分を 1としてやり直せば良い．u = 1とおくと，以下の

3つの式になる：
v + w = 2, 2v − w = 1︸ ︷︷ ︸

たすと v=1

, −v + 2w = 1. (74)

第 3式から w = 1が求まるので，N2 を正の規格化定数としてあらためて v2 = N2(1, 1, 1)
T とおいて，

1 = |v2|2 = 3N2
2 → N2 =

1√
3
→ v2 =

1√
3

1
1
1

 , (75)

のように固有ベクトルが一つ求まる．同様に，λ = −1についても，v
(1)
−1 = (u, v, w)T とおくと，1 1 1

1 1 1
1 1 1

uv
w

 =

0
0
0

 . (76)

この場合は，実質，式は一本しかなく u+ v +w = 0だけである．よって，この式を満足するものであれば何

でも良い．例えば，u = 1，v = −1，w = 0と取ろう．規格化しておくと，

v
(1)
−1 =

1√
2

 1
−1
0

 , (77)

である．これはもちろん v2 と直交する．固有値 λ = −1は 2重に縮退していたので，もう一つの固有ベクト

ル v
(2)
−1 を求めなければいけない．v

(1)
−1 と直交していないといけないので，規格化定数の符号を除いて次の形

に一意的に決まる：

v
(2)
−1 =

1√
6

 1
1
−2

 . (78)

以上をまとめると，Î の固有値 λtot と固有ベクトルは，

λtot =
Ma2

10
: v2 =

1√
3

1
1
1

 , λtot =
Ma2

4
: v

(1)
−1 =

1√
2

 1
−1
0

 , λtot =
Ma2

4
: v

(2)
−1 =

1√
6

 1
1
−2

 ,

(79)

のようになる．以上 3つの固有ベクトルは互いに直交していることを確認してほしい（直交していなければ計

算が間違っていることになる）．3つの固有ベクトルの向きがすなわち主軸の方向である．これは以下のよう

にしてわかる（付録 A には座標回転という観点からの説明がある）．3 つの直交した単位ベクトル v2, v
(1)
−1，

v
(2)
−1 の方向の ω の成分をそれぞれ ω1, ω2, ω3 とおくと，ω = ω1v2 + ω2v

(1)
−1 + ω3v

(2)
−1 と表すことが可能であ

る．式 (67)を考えると，

L = Îω = Î
(
ω1v2 + ω2v

(1)
−1 + ω3v

(2)
−1

)
=

[
Ma2

10
ω1v2 +

Ma2

4
ω2v

(1)
−1 +

Ma2

4
ω3v

(2)
−1

]
, (80)

となることがわかる．L の v2 成分は ω の v2 成分である ω1 にのみ依存しており，L の v
(1,2)
−1 成分は ω の

v
(1,2)
−1 成分 (= ω2,3) にのみ依存している（つまり慣性乗積が全て 0 である），このことは明らかに v2, v

(1)
−1，

v
(2)
−1 が主軸であることを示している．
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6 主軸変換

対角化は直交基底 {x̂, ŷ, ẑ}から別の直交基底 {v2, v
(1)
−1，v

(2)
−1} への基底の変換に対応している．基底変換

の行列は今の例では実直交行列 Û で表され，v2, v
(1)
−1，v

(2)
−1 を横に並べて，

Û =
(
v2, v

(1)
−1 , v

(2)
−1

)
=


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3
− 1√

2
1√
6

1√
3

0 − 2√
6

 , (81)

となる．式 (67)の両辺に左から ÛT をかけると，UUT = 1̂に注意して，

ÛTL = ÛT ÎÛ ÛTω =


Ma2

10
0 0

0
Ma2

4
0

0 0
Ma2

4

 ÛTω, (82)

のように対角化される．任意のベクトル a = (ax, ay, az)
T に対して ÛTaは，

ÛTa =



ax + ay + az√
3

ax − ay√
2

ax + ay − 2az√
6

 =

a1a2
a3

 , ただし，a1は v2方向の成分，a2は v
(1)
−1方向の成分，a3は v

(2)
−1方向の成分，

(83)

のようになるので，このことからも主軸方向では慣性モーメントテンソルが対角化されることがわかる：

L1

L2

L3

 =


Ma2

10
0 0

0
Ma2

4
0

0 0
Ma2

4


ω1

ω2

ω3

 . (84)

この剛体の場合は，明らかに対称性の良い v2 ∥ (1, 1, 1)方向が主軸になることに気付ければ計算も楽になる．

♠ 例 20：ガウス積分への応用

主軸の変換は様々な状況で使いこなせると非常に便利である．一例として，次のガウス積分を考えよう：

I =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dy exp
(
−3x2 − 3y2 + 2xy

)
.

指数関数の指数に +2xy がなければ xと y は付録 Bに示したようにガウス積分できるが，この場合はそう単

純にはいかない．以下のように考えると良い．指数関数の指数部分は次のように行列で表すことができること

に気づけるだろうか？

−3x2 − 3y2 + 2xy =
(
x y

)(−3 1
1 −3

)(
x
y

)
≡ xT Îx. (85)

ここでは，Î が対称行列になるように工夫している．よって，直交行列 U を用いて対角化すると，

xT Îx = xT Û ÛT ÎÛ ÛTx = xT Û

(
λ1 0
0 λ2

)
ÛTx ≡ x′

T
(
λ1 0
0 λ2

)
x′, (86)
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6 主軸変換

のようになることがわかる．固有値 λ1 > λ2 を求めると，

(−3− λ)2 − 1 = 0→ λ = −3± 1→ λ1 = −2, λ2 = −4, (87)

となる．固有ベクトルは，(
−3 1
1 −3

)(
u1
v1

)
= −2

(
u1
v1

)
→ −u1 + v1 = 0→

(
u1
v1

)
=

1√
2

(
1
1

)
. (88)

および， (
−3 1
1 −3

)(
u2
v2

)
= −4

(
u2
v2

)
→ u2 + v2 = 0→

(
u2
v2

)
=

1√
2

(
−1
1

)
, (89)

となる．ただし，u2, v2 については，連立方程式を解くまでもなく，直交性から導出できる．したがって，直

交行列 Û は，

Û =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
, (90)

である．固有ベクトルの全体の符号はどう取っても良いので，必ずしも Û がこの形になるわけではないが，

ここでは detÛ = 1となるように符号を調整した．よって，新しい座標 x′ = (x′, y′)T と元の座標は，

x = Ûx′ →
(
x
y

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
x′

y′

)
, (91)

の関係がある．積分測度はヤコビアンを計算して，

J(x′, y′) =
∂(x, y)

∂(x′, y′)
≡ det


∂x

∂x′
∂x

∂y′

∂y

∂x′
∂y

∂y′

 = det

(
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

)
= detÛ = 1, (92)

なので，dxdy → |J(x′, y′)|dx′dy′ = dx′dy′ である．これはこの直交行列による座標変換が純粋な回転に対応

していることからも明らかである（行列式が −1の場合は反転や鏡映といった操作が含まれる）．以上のこと
から，x→ x′ と変数変換すると，

I =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dy exp
(
xT Îx

)
=

∫ ∞
−∞

dx′
∫ ∞
−∞

dy′ exp
(
x′

T
ÛT ÎÛx′

)
,

=

∫ ∞
−∞

dx′
∫ ∞
−∞

dy′ exp

[
x′

T
(
−2 0
0 −4

)
x′
]
=

∫ ∞
−∞

dx′
∫ ∞
−∞

dy′ exp
(
−2x′2 − 4y′

2
)
,

=

√
π

2

√
π

4
=

π

2
√
2
, (93)

と解析的に求めることができる．このような積分は，場の理論，ファインマン経路積分などにも頻出するので

身につけておくと良い．

♠ 例 21：回転の運動エネルギー

角速度 ω で回転している剛体の運動エネルギーK は，

K =
∑
i

mi

2
|vi|2 =

∑
i

mi

2
|ω × ri|2 =

1

2

∑
i

miωl(ri)mϵlmnωρ(ri)λϵρλn =
1

2

∑
i

miωlωρ(δlρδmλ − δlλδmρ)(ri)m(ri)λ,

=
1

2
ωlωρ

∑
i

mi|ri|2
(
δlρ −

(ri)ρ(ri)l
|ri|2

)
=

1

2
ωl(Î)lρωρ =

1

2
ωT Îω. (94)
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6 主軸変換

ここで，l,m, ρ, λ, nについての和の記号は省略しているのと，式 (68)を用いている．もし，座標系を主軸に

とれば，

K =
1

2
Ixxω

2
x +

1

2
Iyyω

2
y +

1

2
Izzω

2
z , (95)

となる．
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7 固定軸まわりの剛体の回転

剛体が一つの主軸に固定された軸（z 軸と取ろう）の周りを角速度 ω で回転する場合は角運動量 Lのうち，

運動に関係するのは固定軸に平行な成分のみである．この時，式 (67)の z 成分のみを考えれば良い．よって，

z 軸まわりの慣性モーメントを単に I と書いて，Lz = Iω より，運動方程式 (38)は，

L̇z = Nz → Iω̇ = Nz, (96)

となる．

7.1 アトウッドの装置

質量 m1，m2 の質点が軽いひもで図 12(a) のように滑車に繋がれている．滑車の重心は固定軸上にあり，

半径を a，滑車の回転角速度を ω，滑車の軸まわりの慣性モーメントを I0，糸の張力 T1，T2，質点の速度は

v1 = v2 = v，重力加速度の大きさを g とする．二つの質点の運動方程式と滑車の運動方程式 (96)は，

m1v̇ = m1g − T1, m2v̇ = T2 −m2g, (97)

I0ω̇ = Nz = aT1 − aT2, (98)

である．式 (97)を使って式 (98)の T1 と T2 を消去すると，

I0ω̇ = a
[
m1g −m1v̇ − (m2g +m2v̇)

]
. (99)

ここで，ひもと滑車は滑らずに運動すると仮定すると，微小時間 ∆tの間に質点が動く距離と滑車の回転した

距離が等しくならないといけない．つまり，

v∆t = aω∆t→ ω =
v

a
, (100)

が成立する．よって，式 (99)に代入すると，

I0
v̇

a
= −a(m1 +m2)v̇ + ag(m1 −m2)→ v̇ =

(m1 −m2)g

m1 +m2 + I0/a2
, (101)

を得る．つまり，質点は等加速度運動をする．

滑車が厚さ d，密度 ρの円盤で質量がM とすると，滑車の面に垂直な軸のまわりの慣性モーメント I0 は

I0 =

∫ d

0

dz

∫ a

0

ρrdrr2
∫ 2π

0

dθ = 2πρd
a4

4
=

(πρda2)a2

2
=
Ma2

2
, (102)

である．この I0 の値を用いると，

v̇ =
(m1 −m2)g

m1 +m2 +M/2
, (103)

となる．この表式から，質点二つの質量の合計に比べて滑車の質量が無視できない場合は滑車の運動の効果が

顕著になることが読み取れる．
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7.2 実体振り子 7 固定軸まわりの剛体の回転

7.2 実体振り子

水平方向の軸の周りに質量M の剛体をぶら下げた図 12(b)のような実体振り子を考えよう．この支点を原

点 Oにとる．水平方向の軸を z 軸にとり，鉛直下向きを x軸の正の方向，z 軸に垂直なもう一つの水平方向

を y 軸にとる．x軸から y 軸に回転する方向に角度変数 ϕをとる．固定軸まわりの慣性モーメント I とおく

と，式 (67)は，
Lz = Iϕ̇, (ϕ̇が単位時間あたりに変化する角度 = 角速度ωである). (104)

剛体には支点 O に剛体を支える力がはたらいているが，この固定軸まわりの角運動量 Lz には影響しない．

よって，剛体の角運動量に関する運動方程式 (96)は剛体の位置 r での密度を ρ(r)として，

L̇z = Iϕ̈ = Nz =

∫
drr ×

[
ρ(r)gx̂

]
=MgR× x̂ = −MgR sinϕ, (105)

となる．ここでRは原点 Oから測った剛体の重心座標ベクトル，R = |R|である．よって，

ϕ̈ = −MgR

I
sinϕ ∼ −MgR

I
ϕ, (|ϕ| ≪ 1), (106)

を得る．これは単振動の微分方程式なので，定数 A, ϕ0 を用いると，

ϕ = A cos

(√
MRg

I
t+ ϕ0

)
. (107)

実体振り子は長さ ℓ = I/(MR)の単振り子と等価であることがわかる．重心を通る「固定軸に平行な軸」の

周りの慣性モーメントを I0 とすると，平行軸の定理 (59)より，I = I0 +MR2 なので，

ℓ =
I0 +MR2

MR
→ R2 − ℓR+

I0
M

= 0, (108)

が成り立つ．ℓが与えられたとき，重心から，

R = R± =
1

2

[
ℓ±

√
ℓ2 − 4I0

M

]
, (109)

R

φ

z
O

y

x

z

m g
m g

v
v

I ω

aT

1

2

2

T2

T1

T1

0

(a) (b)

R

R

+

−

図 12 (a) アトウッドの装置．(b) 実体振り子．
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7.3 剛体の平面運動 7 固定軸まわりの剛体の回転

の距離にある点を支点にとれば，その時の振り子の周期は式 (107)の一般解のものと同じ値 2π
√

I
MRg になる

ことがわかる．

7.3 剛体の平面運動

斜面を転がる球や円柱などの運動は「重心 R の並進」＋「重心まわりの回転 ω」に分けることができる．

ただし，ω の方向は回転軸の方向とする．このような質量M の剛体の重心まわりの回転軸方向に関する慣性

モーメントを I0 とすると，運動方程式は，

MR̈ =
∑
i

Fi, I0ω̇ =
∑
i

Ni, (Ni は回転軸方向の外力のモーメント), (110)

であり，運動エネルギーK は式 (55)より，

K =
1

2
M |Ṙ|2 + 1

2
I0ω

2, (111)

である．

♠ 例 22：斜面を転がる半径 a，質量M，中心 (重心)まわりの慣性モーメント I0 の一様な球

図 13のように，水平面と斜面のなす角度を α，斜面からの垂直抗力を R，斜面の摩擦力を F とする．斜面方

向に x軸，それに垂直な方向を y 軸とすると，重心の運動方程式は，

Mẍ =Mg sinα− F, Mÿ = R−Mg cosα = 0, (112)

であり，回転に関する運動方程式は，反時計回りを回転の正の方向として，（重力の力のモーメントはゼロ），

I0ω̇ = aF, ẋ = aω. (113)

ここで，第二式は滑りがない条件 (100)である．式 (113)より

ẍ = aω̇ = a

(
a

I0
F

)
=
a2

I0
F → F =

I0
a2
ẍ. (114)

式 (112)に代入すると，

Mẍ =Mg sinα− I0
a2
ẍ→ ẍ =

g sinα

1 + I0/(Ma2)
. (115)

5.1節の例で求めたように，球の中心まわりの慣性モーメントは I0 = 2Ma2/5であることを用いると，

ẍ =
5

7
g sinα ≡ ac, F =

2

5
Mẍ =

2

7
Mg sinα, (116)

であることがわかる．滑らない条件は µ0 を静摩擦係数として，F ≤ µ0Rであるので，斜面の角度 αと静摩

擦係数 µ0 が，
F

R
=

2
7Mg sinα

Mg cosα
=

2

7
tanα ≤ µ0, (117)

である限り，滑らずに回転し続ける．ここで，Rについては式 (112)を用いた．重心の並進運動は等加速度運

動なので，t = 0で球を静かに放したとすると時刻 tでの速度 v(t)と変位 x(t)は，

v(t) = act =
5

7
gt sinα, x(t) =

5

14
gt2 sinα, (118)
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θ

O

y

x

P

a

+

α

R

F

図 13 斜面を転がる球；球面上の点 Pの奇跡はサイクロイド．

である．

滑りがないとき，力学的エネルギーは摩擦があっても保存することを確認しておこう．式 (112)の第 1式と

(113)の第 1式より，

Mẍ−Mg sinα = −I0
a
ω̇, (119)

が成立する．両辺に ẋ = aω をかけると（左辺には ẋ，右辺には aω をかけるのがミソ），

Mẋẍ−Mg(sinα)ẋ = −I0ω̇ω →
d

dt

(
1

2
Mẋ2 +

1

2
I0ω

2 −Mg(sinα)x

)
= 0. (120)

よって，回転の運動のエネルギーの式 (55)を思い出すと，

E =
1

2
Mẋ2︸ ︷︷ ︸
重心

+
1

2
I0ω

2︸ ︷︷ ︸
回転

+ [−Mg(sinα)]x︸ ︷︷ ︸
位置エネルギー

= 一定， (121)

であることがわかる．これは滑らない場合には摩擦力 F は仕事をしないことに起因する．回転している間，

斜面との接触点が垂直方向に動くことはサイクロイド曲線を考えればすぐに理解できる．球面上のある P点

の座標を (X,Y )とおくと，媒介変数 θ を用いて，

X = aθ − a sin θ, Y = a− a cos θ. (122)

θ で微分すると，
dX

dθ
= a− a cos θ, dY

dθ
= a sin θ, (123)

である．よって，
dY

dX
=

sin θ

1− cos θ

θ→0−−−→ θ
1
2θ

2
=

2

θ
→∞. (124)

つまり，点 Pが斜面を離れる瞬間 (θ → 0の時)に，点 Pの描く奇跡の「傾き」は無限大，つまり斜面に垂直

になる．よって，斜面と平行な成分しか持たない摩擦力は仕事をすることはない．
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剛体が転がっていくと，元々持っていた位置エネルギーは重心の運動エネルギーと回転の運動エネルギーに

変換される．回転の運動エネルギーを求めるために，式 (113)と式 (115)を用いると，

θ̈ =
Mga sinα

I0 +Ma2
=
Mga sinα

I ′
, (125)

となる．ここで，I ′ は接地点のまわりの慣性モーメントである*2．θ̇ =
ẋ

a
を両辺にかけると，

θ̇θ̈ =
Mga sinα

I ′
ẋ

a
=
Mg sinα

I ′
ẋ −→ 1

2
I0θ̇

2 −Mgx sinα
I0
I ′

= 一定. (127)

時刻 t = 0で x = 0, θ = 0として，静かに剛体をはなし，時刻 tにおいて重心座標が x(t)だとすると，

1

2
I0θ̇

2(t)−Mgx(t) sinα
I0
I ′

= 0 −→ 1

2
I0θ̇

2(t) =

(
I0
I ′

)
Mgx(t) sinα =

(
I0

I0 +Ma2

)
Mgx(t) sinα. (128)

つまり，回転の運動エネルギーは位置エネルギーの減少分の I0/(I0 +Ma2)倍だけのエネルギーを受け取っ

ていることになる．力学的エネルギー保存 (121)を考慮すると，重心の運動エネルギーは

1

2
Mẋ2(t) =

(
1− I0

I0 +Ma2

)
Mgx(t) sinα =

(
Ma2

I0 +Ma2

)
Mgx(t) sinα. (129)

なので，位置エネルギーの減少分のMa2/(I0 +Ma2)倍だけのエネルギーを受け取っていることになる．エ

ネルギー保存の観点から見ると，重心加速度 (115)が，質点の時よりも
Ma2

I0 +Ma2
倍だけ小さくなっている

のは，回転運動に位置エネルギーの減少分を奪われているためであるとも解釈できる．

*2実は，運動エネルギーK は I′ を用いて，

K =
M

2
ẋ2 +

I0

2
θ̇2 =

M

2
(aθ̇)2 +

I0

2
θ̇2 =

I0 +Ma2

2
θ̇2 =

I′

2
θ̇2, (126)

と書ける．
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8 オイラーの方程式

この節では，主軸と回転軸が一致しない，より一般的な場合の剛体の回転運動を考える．

8.1 回転に関する運動方程式

剛体の主軸の方向を単位ベクトル x̂, ŷ, ẑ で表す．この剛体が角速度 ωで回転している時の角運動量 Lは，

L = Îω = Ixxωxx̂+ Iyyωy ŷ + Izzωz ẑ, (130)

で与えられることは 6節で学んだ通りである（座標軸を主軸にとっている）．角運動量の時間微分は，

L̇ = Ixxω̇xx̂+ Iyyω̇y ŷ + Izzω̇z ẑ︸ ︷︷ ︸
ωを微分

+ Ixxωx
˙̂x+ Iyyωy

˙̂y + Izzωz
˙̂z︸ ︷︷ ︸

単位ベクトルを微分

, (131)

となる．ここで，剛体が角速度 ω で回転している時はその主軸も角速度 ω で回転しているので，x̂などは時

間に依存することに注意すること．単位ベクトルの時間微分は図 14のように微少時間 ∆tの間の変化を考え

れば良い．x̂(t)と ω のなす角を θ とおくと，変化量の絶対値は |x̂(t+∆t)− x̂(t)| ≃ |ω|∆t sin θ であり，変
化の方向は ω × x̂(t)に平行である．よって，

x̂(t+∆t)− x̂(t) ≃ ω × x̂(t)∆t→ ˙̂x(t) = ω × x̂(t),

が成立することがわかる．他の単位ベクトルの時間微分も同様に， ˙̂y(t) = ω × ŷ(t)， ˙̂z(t) = ω × ẑ(t)となる
のは明らかである．この関係式は，一定の角速度Ωで回転する回転座標系におけるベクトル aの時間微分が，

d

dt
a =

d′

dt
a+Ω× a, (第一項は成分の時間微分), (132)

であったこととほとんど同じことで (単位ベクトルの場合は第一項は常にゼロである)，実は Ωは時間に依存

していても結果は同じであったわけである．

式 (131)に戻ると，

L̇ =

(
d

dt
(Ixxωx),

d

dt
(Iyyωy),

d

dt
(Izzωz)

)T

+ Ixxωxω × x̂(t) + Iyyωyω × ŷ(t) + Izzωzω × ẑ(t),

=
d′

dt
L+ ω ×

[
Ixxωxx̂(t) + Iyyωy ŷ(t) + Izzωz ẑ(t)

]
=
d′

dt
L+ ω ×L, (133)

θ

O

ω

^
x(t)

^
x(t+Δt)

θsin |ω|Δt sinθ

ω

ω ^
x(t)

図 14 角速度 ω で回転する単位ベクトルの時間変化
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8.1 回転に関する運動方程式 8 オイラーの方程式

のように式 (132)の表式になる．
d′

dt
は成分のみを時間微分する演算子であることに留意すること．回転に関

する運動方程式 (39)より，

L̇ =
d′

dt
L+ ω ×L =

∑
i

Ni ≡N , (134)

である．Lを慣性モーメントを用いて書き直し，成分ごとに書き下すと，

Ixxω̇x − (Iyy − Izz)ωyωz = Nx, (135)

Iyyω̇y − (Izz − Ixx)ωzωx = Ny, (136)

Izzω̇z − (Ixx − Iyy)ωxωy = Nz, (137)

となる．式 (135)-(137)をオイラーの方程式とよぶ．オイラーの方程式は座標系を主軸にとった時に未知の角

速度ベクトルを力のモーメントから求める場合や，角速度を外力により固定した時にその力のモーメントを求

める際に有用である．

式 (135)(136)(137)にそれぞれ ωx, ωy, ωz をかけてたすと，

Ixxωxω̇x + Iyyωxω̇y + Izzωxω̇z = ωxNx + ωyNy + ωzNz −→
d

dt

∑
µ=x,y,z

Iµµω
2
µ

2
=
dK

dt
= ω ·N ,(138)

となる．運動エネルギー (95)の時間変化は角速度と力のモーメントの内積で表される．

♠ 例 23：軽い棒でつながった２粒子回転系

図 15(a)のような，長さ 2aの軽い棒の両端に質量mの質点が固定された剛体の回転運動を考える．棒の中心

Oを支点として棒に平行な y 軸から角度 θ ずれた方向を軸として角速度 ω で剛体を回転させている．y 軸に

垂直な２つの軸を x, z 軸とする．ただし，x軸は常に y 軸と ω を含む面内にとることにする．そうすると，z

軸は常に ω と直交する．

まず，それぞれの軸まわりのこの剛体の慣性モーメントは

Ixx = Izz = 2ma2, Iyy = 0,

である．また，角速度のそれぞれの軸の成分は，

ωx = −|ω| sin θ, ωy = |ω| cos θ, ωz = 0,

であるので，点 Oまわりの剛体の角運動量 Lは，

L = Îω =

2ma2 0 0
0 0 0
0 0 2ma2

−|ω| sin θ|ω| cos θ
0

 =

−2ma2|ω| sin θ0
0

 ,

となる．|ω|が時間的に一定になるようにこの剛体を回転し続けるのに必要な力のモーメントN はオイラー

の方程式 (135)-(137)より，
Nx = Ny = 0, Nz = 2ma2|ω|2 sin θ cos θ,

であることがわかる．N ⊥ ω であり，z 軸の回転に伴ってN もまた回転する．
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O

ω

a

a

z

x
y

m

m

θ

θ ωa

z

θ

y

x

a

(a) (b)

O

図 15 (a)軽い棒でつながった２粒子回転系．(b)円盤の回転.

♠ 例 24：円盤の回転

図 15(b)のように，半径 a，質量mの一様な薄い円盤の中心 Oを支点として，円盤に垂直な z 軸に対して角

度 θ だけずれた方向を軸として角速度 ω で円盤を回転させる．x軸を ω と z 軸を含む面内にとると，y 軸は

円盤を含む面にありかつ ω と常に垂直にとることができる．それぞれの軸のまわりの慣性モーメントは，

Ixx = Iyy =
ma2

4
≡ I, Izz =

ma2

2
= 2I,

となる．5.1節の例と 5.3節の平板の定理を参照のこと．また，x，y，z 軸は剛体の主軸であるので慣性乗積

は 0である．ω の各成分は，

ωx = −|ω| sin θ, ωy = 0, ωz = |ω| cos θ,

であるので，円盤の点 Oのまわりの角運動量 Lは，

L = Îω =

I 0 0
0 I 0
0 0 2I

−|ω| sin θ0
|ω| cos θ

 =

−I|ω| sin θ0
2I|ω| cos θ

 ,

である．ω と Lの間の角度を αとすると，

cosα =
ω ·L
|ω||L|

=
I|ω|2 sin2 θ + 2I|ω|2 cos2 θ

|ω|
√
I2|ω|2 sin2 θ + 4I2|ω|2 cos2 θ

=
1 + cos2 θ√
1 + 3 cos2 θ

,

である．Lは角度 α を保ちつつ，ω のまわりを回転している．例えば θ = π/6のとき，cos2 θ = 3/4より，

cosα ≃ 0.97→ α ≃ 14◦ である．ω を一定に保つために必要なN はオイラーの方程式 (135)–(137)より，

Nx = Nz = 0, Ny = I|ω|2 sin θ cos θ,

である．

上記二つの例からわかるように，一定の角速度 ω で剛体を回転させる場合，Lと ω が平行でないときに有

限のN が必要になる．このことは，

Lとωが平行でない→ Lが時間変化（回転）→N = L̇ ̸= 0 [運動方程式 (39)],

であることからも理解できる．
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♠ 例 25：中間軸の定理（テニスラケットの定理）

3 つの主軸方向の慣性モーメントが Izz > Iyy > Ixx である一般の剛体を考えよう．今，それぞれの主軸

方向に角速度の初期値を与え，外力が 0 のもとで運動がどのように時間発展するかを近似的に考えること

にする．慣性モーメントが最も大きい z 軸周りの初期角速度の場合，時刻 t が t = 0 から短時間であれば，

|ωz| ≫ |ωx,y|である．ωx, ωz の成分に関してのオイラーの運動方程式は

Izzω̇z = (Ixx − Iyy)ωxωy ≃ 0→ ωz ≃ 一定, (139)

Ixxω̇x = (Iyy − Izz)ωyωz → Ixxω̈x ≃ (Iyy − Izz)ω̇yωz = − (Izz − Iyy)(Izz − Ixx)
Iyy

ω2
zωx, (140)

Iyyω̇y = (Izz − Ixx)ωzωx → Iyyω̈y ≃ (Izz − Ixx)ωzω̇x = − (Izz − Iyy)(Izz − Ixx)
Ixx

ω2
zωy, (141)

となり，ωz ≃一定，ωx,y は 0の周りの単振動となり，運動は初期の状態と似た z 軸周りの安定な回転となる．

オイラー方程式の構造から，初期角速度を x軸方向に取った場合も同様に安定である．一方，初期角速度を y

軸方向に取った場合は

Iyyω̇y = (Izz − Ixx)ωzωx ≃ 0→ ωy ≃ 一定, (142)

Ixxω̇x = (Iyy − Izz)ωyωz → Ixxω̈x ≃ (Iyy − Izz)ωyω̇z = − (Izz − Iyy)(Ixx − Iyy)
Izz

ω2
yωx, (143)

Izzω̇z = (Ixx − Iyy)ωxωy → Izzω̈z ≃ (Ixx − Iyy)ωyω̇x =
(Ixx − Iyy)(Iyy − Izz)

Ixx
ω2
yωz, (144)

となり，x, z 成分の角速度が単振動にならず，虚数振動数をもつ単振動の解になってしまい，従って ωx,z が

増大し，ωx,z が小さい初期の運動は不安定となる．このように，慣性モーメントがニ番目に大きい軸のまわり

の回転運動が不安定になることを中間軸の定理とよぶ．落下しても割れないように気をつけつつスマートフォ

ンやテニスラケットで実際に確認してみるとよい．

8.2 独楽（コマ）の運動

最後にもう少し複雑な回転運動を考えてみよう．独楽（コマ）の運動は，独楽の自転と独楽の中心軸（対称

軸）が鉛直軸のまわりに回転する（これを歳差運動とよぶ）運動に加え，さらに中心軸と鉛直軸の間の角度変

化を生じさせる回転という複数の回転運動が絡み合っている．完全な解を求めるのはかなり面倒なので，まず

はある極限のもとに近似的に独楽の運動を解析してみよう．

図 16のように，Z 軸の正の方向を鉛直上向きとして床に固定した座標軸を X,Y, Z 軸と表す（XY Z 座標

系）．また，質量M の独楽の主軸を x, y, z 軸とし（xyz 座標系），z 軸は独楽の中心軸（自転する軸）ととり，

独楽は中心軸に関して対称であるとする（よって，x, y 方向は z 方向に垂直であればどこを向いていても良

い：対称独楽）．このことから，独楽の主軸まわりの慣性モーメント (原点 Oまわり)は Ixx = Iyy ̸= Izz とな

る．運動の間，独楽の中心軸の先端（接地点）は止まっていると仮定し，接地点を原点 Oとする．原点 Oか

ら測った重心座標 Gの位置ベクトルをRとおき，XY Z 座標系の単位ベクトルをそれぞれ X̂, Ŷ , Ẑ，xyz 座

標系の単位ベクトルを x̂, ŷ, ẑ と表す．ただし，原点は接地点のままとする．

8.2.1 歳差運動の近似解

独楽は角速度 ψ̇ẑ = ωẑ で自転しており (ω は一定)，歳差運動の角速度 ϕ̇Ẑ より充分に速いものとする

(ω ≫ ϕ̇)．また，中心軸と鉛直軸の角度 θ は時間変化しないものとする．この条件では独楽の全角運動量 L
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θ

φ

θ

φ
.

X

Y

Z

z

x

y

G|OG|=R

C

Mg
θ

φ

O

ψ

ψ
.

X’

Y’

X’’

X’’

Y’

図 16 独楽の運動とオイラー角．

は，
L ≃ Izzωẑ, (145)

と近似でき，重心 Gは図 16の点線上を円運動することが以下の議論から導かれる．角速度の角運動量に平行

な成分は ω×Lには現れないことに注意すると，歳差運動に関する角速度 ϕ̇Ẑ と，自転による角運動量 Izzωẑ

の外積のみが運動方程式に現れる．つまり，

L̇ = ϕ̇Ẑ × Izzωẑ = Izzωϕ̇ sin θϕ̂. (146)

一方，この歳差運動を駆動している原点 Oまわりの力のモーメントN は，

N = (垂直抗力)× 0+R× (−MgẐ) =MgR sin θϕ̂, (147)

と書ける．回転に関する運動方程式 (39)に式 (146)と式 (147)を代入すると，

Izzωϕ̇ sin θ =MgR sin θ → ϕ̇ =
MgR

Izzω
. (148)

つまり，歳差運動の角速度は
MgR

Izzω
である．独楽の自転の角速度が速いほど歳差運動の角速度は遅くなるこ

とがわかる．
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8.2.2 オイラー角 ∗

図 16に示した三つの角度変数 {θ, ϕ, ψ}はオイラー角と呼ばれるものである．剛体の回転運動 (6自由度の

うちの 3つ)はこの三つの角度の時間依存性がわかれば完全に記述することができる．残りの３自由度は支点

の座標だが，今は動かないと仮定する．そこで重要なのは XY Z 座標系と xyz 座標系の対応関係である．

手始めに，Ẑ を ẑ に回転する操作を考えよう．まず，Z 軸周りに ϕ回転するとX,Y 軸は図 16のX ′, Y ′ 軸

になる．この操作は次の行列で表される．

ÛZ(ϕ) ≡

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , 例えば，

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

cosϕ
sinϕ
0

 =

1
0
0

 . (149)

上の例にあるように，XY Z 座標で (cosϕ, sinϕ, 0)T だった位置座標はX ′Y ′Z 座標では (1, 0, 0)T となる．次

に，Y ′ 軸周りに θ回転する．これにより，X ′ 軸はX ′′ 軸へ，Z 軸は z 軸へ変換される．この操作は以下の行

列で書ける：

ÛY ′(θ) ≡

cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ

→ ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ) =

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

 . (150)

つまり，XY Z 座標でのRを X ′′Y ′z 座標で表すと，(0, 0, 1)T となる．Rに ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ)を作用させると，

R ≡ |R|と書いて，

ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ)R =

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

R sin θ cosϕ
R sin θ sinϕ
R cos θ

 =

0
0
R

 , (151)

となることが確認できる．ここまでで，独楽の中心軸の方向を z 軸とするような座標系にうつることができ

た．独楽の自転は，この z 軸を軸とする回転である．z 軸のまわりで ψ回転させるには次の行列を作用させれ

ば良い：

Ûz(ψ) ≡

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 . (152)

以上から，XY Z 座標系でのベクトルを xyz 座標系のベクトルに変換するには次の行列を作用させれば良い：

Ûz(ψ)ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ) =

 cos θ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ cos θ sinϕ cosψ + cosϕ sinψ − sin θ cosψ
− sinϕ cosψ − cos θ cosϕ sinψ cosϕ cosψ − cos θ sinϕ sinψ sin θ sinψ

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

 .

(153)

逆に，xyz座標系でのベクトルをXY Z座標系のベクトルに変換するには上記の逆行列 [Ûz(ψ)ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ)]
−1 =

ÛZ(−ϕ)ÛY ′(−θ)Ûz(−ψ)を作用させれば良い：

[Ûz(ψ)ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ)]
−1 =

cos θ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ − cos θ cosϕ sinψ − sinϕ cosψ sin θ cosϕ
cosϕ sinψ + cos θ sinϕ cosψ cosϕ cosψ − cos θ sinϕ sinψ sin θ sinϕ

− sin θ cosψ sin θ sinψ cos θ

 .

(154)
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8.2.3 独楽の運動に対するオイラーの方程式 ∗

オイラーの方程式の右辺の力のモーメントN を計算するために，重力の方向 Ẑ を xyz 座標系で表すこと

を考えよう．X ′′ 軸方向の単位ベクトルを X̂ ′′ と書くと，

X̂ ′′ = x̂ cosψ − ŷ sinψ, (155)

である．よって，Ẑ は ẑ と X̂ ′′ を用いて，

Ẑ = ẑ cos θ − X̂ ′′ sin θ = ẑ cos θ − (x̂ cosψ − ŷ sinψ) sin θ, (156)

となることがわかる．よって，N は，

N = R× (−Mg)Ẑ = −MgRẑ × [ẑ cos θ− (x̂ cosψ − ŷ sinψ) sin θ] =MgR sin θ(sinψx̂+ cosψŷ), (157)

と書ける．したがって，オイラーの方程式 (135)(136)(137)は，

Ixxω̇x − (Ixx − Izz)ωyωz = Nx =MgR sin θ sinψ, (158)

Ixxω̇y − (Izz − Ixx)ωzωx = Ny =MgR sin θ cosψ, (159)

Izzω̇z = Nz = 0, (160)

である．式 (160)から直ちに，ωz = 一定 = ω であることが確認できる．表記を簡単にするため，

Γ ≡ Ixx − Izz
Ixx

ω, a ≡ MgR

Ixx
, (161)

を導入すると，式 (158)と (159)は，

ω̇x − Γωy = a sin θ sinψ, (162)

ω̇y + Γωx = a sin θ cosψ, (163)

のように表される．一方，角速度ベクトル ω は XY Z 座標系で，角度変数 θϕψ を用いて，

ω =

ωX

ωY

ωZ

 =

−θ̇ sinϕ+ ψ̇ sin θ cosϕ

θ̇ cosϕ+ ψ̇ sin θ sinϕ

ϕ̇+ ψ̇ cos θ

 , (164)

と表されるので，これに Ûz(ψ)ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ)を作用させれば xyz 座標系での角速度ベクトルが得られる：

Ûz(ψ)ÛY ′(θ)ÛZ(ϕ)ω =

ωx

ωy

ωz

 =

θ̇ sinψ − ϕ̇ sin θ cosψθ̇ cosψ + ϕ̇ sin θ sinψ

ϕ̇ cos θ + ψ̇

. (165)

式 (162)の両辺に ωx をかけたものと式 (163)の両辺に ωy をかけたものを足すと，

1

2

d

dt

[
ω2
x + ω2

y

]
= aθ̇ sin θ = −a d

dt
cos θ −→ d

dt

{
1

2

[
ω2
x + ω2

y

]
+ a cos θ

}
= 0. (166)

つまり，

ϵ ≡ Ixx
2

[
ω2
x + ω2

y

]
+ Ixxa cos θ =

Ixx
2

[
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

]
+MgR cos θ︸ ︷︷ ︸
位置エネルギー

, (167)
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8.2 独楽（コマ）の運動 8 オイラーの方程式

という保存量 ϵが得られる (ϵ+ Izzω
2/2が全エネルギー)．また，式 (163)の両辺に sinψ をかけたものから

式 (162)の両辺に cosψ をかけたものを引くと，

ω̇y sinψ − ω̇x cosψ + Γ(ωx sinψ + ωy cosψ︸ ︷︷ ︸
=θ̇ ←(165)

) = 0. (168)

式 (161)を代入し，両辺に Ixx sin θ をかけると，

Ixx sin θ(ω̇y sinψ − ω̇x cosψ)− Izzωθ̇ sin θ + Ixxωθ̇ sin θ = 0. (169)

微分をまとめると（まとめたことででてくるおつりを右辺に移す），

d

dt

[
Ixx sin θ(ωy sinψ − ωx cosψ) + Izzω cos θ

]
+ Ixxωθ̇ sin θ

= Ixxθ̇ cos θ(ωy sinψ − ωx cosψ︸ ︷︷ ︸
=ϕ̇ sin θ ←(165)

) + Ixxψ̇ sin θ(ωx sinψ + ωy cosψ︸ ︷︷ ︸
=θ̇ ←(165)

),

= Ixxθ̇ sin θ(ϕ̇ cos θ + ψ̇︸ ︷︷ ︸
=ω ←(165)

). (170)

よって，保存量 LZ が存在することがわかる：

LZ ≡ Ixx sin θ(ωy sinψ − ωx cosψ) + Izzω cos θ = Ixxϕ̇ sin
2 θ + Izzω cos θ. (171)

最後の表式は式 (165) を用いて ωx,y を消去している．LZ は Z 軸まわりの角運動量に他ならない．LZ が

保存することは，独楽には −Ẑ 方向の重力と Ẑ 方向の垂直抗力しかはたらいていないことから直感的に理

解できる．式 (171) が Z 方向の角運動量であることは，xyz 座標系における角運動量が (Lx, Ly, Lz)
T =

(Ixxωx, Ixxωy, Izzω)
T であることを用いて，Z 軸への射影を考えても良いし，変換行列 (154)を (Lx, Ly, Lz)

T

に作用させて第三成分を計算してみても良い．

式 (171)より，

ϕ̇ =
LZ − Izzω cos θ

Ixx sin
2 θ

, (172)

なので，これをエネルギーの式 (167)に代入すると，

ϵ =
Ixx
2

[
θ̇2 +

(LZ − Izzω cos θ)2

I2xx sin
2 θ

]
+MgR cos θ, (173)

が得られる．方程式を無次元化するために，両辺を Ixx/2 で割って，α = 2ϵ/Ixx, A = LZ/Ixx, B =

Izzω/Ixx, β = 2MgR/Ixx とおくと，

α = θ̇2 +
(A−B cos θ)2

sin2 θ
+ β cos θ −→

(
θ̇ sin θ

)2
= α sin2 θ − (A−B cos θ)2 − β cos θ sin2 θ, (174)

と書ける．さらに u = cos θ とおけば，

u̇2 = α(1− u2)− (A−Bu)2 − βu(1− u2). (175)

よって，両辺の逆数のルートをとって uで積分すれば (符号は気にしないでいい加減に書くと)，

t =

∫ u(t)

u(t=0)

du√
(α− βu)(1− u2)− (A−Bu)2

, (176)
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となる．この積分を実行するには楕円積分の知識が必要であるので詳細には立ち入らないことにする*3．式

（176）より，原理的には θ = θ(t)が求まる．これを式 (172)に代入し，時間で積分すれば ϕ(t)が求まる．ま

た，ψ に関しては，式 (165)を用いると ψ̇ = ω − ϕ̇ cos θなので，時間で積分すれば ψ(t)が求まり，３つの角

度 θϕψ の時間依存性がわかり，独楽の運動が記述できたことになる．特に，8.2.1節で考えた単純な歳差運動

(u̇ = 0)に加え，θがある範囲 (この範囲は u̇ = 0となり被積分関数が発散する点であることがわかる)で変化

しながら鉛直軸まわりに歳差運動する振る舞いが解として得られる．この現象は章動と呼ばれている．θ が一

定の u̇ = 0の解についても考えてみると良い．

以上のように，複雑な問題でも保存量を上手く利用すれば問題が簡単になり，解ける場合がある．何が保存

するのか？というのは現段階では物理的な考察から見当をつけるしかないが，二年生で習う解析力学の考え方

（ラグランジアンやハミルトニアン）を使うと系統的に保存量を見つけ出すことが可能である．

*3楕円積分をあらわに用いない詳細な解説がゴールドスタインの古典力学・上に記載されている．
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9 連成振動

9.1 ばねにつながれた２つの質点の運動

図 17のように，質量mの二つの質点が，ばね定数 k と K の三つのばねにつながれている．平衡位置から

の質点の位置座標の変化をそれぞれ x，y と表す．このときの２つの質点の運動方程式は，

mẍ = −kx+K(y − x), mÿ = −K(y − x)− ky, (177)

である．この連立微分方程式の解を以下のように仮定して探してみよう：

x(t) = A cos(ωt+ ϕ), y(t) = B cos(ωt+ ϕ). (178)

ここで，x(t), y(t)ともに振動数 ω，同じ位相 ϕで振動するという特別な形の解であることに注意すること．

このような振動のことを固有振動とか基準振動などとよび，振動数のことを固有振動数とよぶ．式 (177)に代

入し，共通の因子 cos(ωt+ ϕ)で両辺割ると，

−mω2A = −kA+K(B −A), −mω2B = −K(B −A)− kB, (179)

を得る．この二つの式は行列にまとめると見通しが良くなる：(
k +K −mω2 −K

−K k +K −mω2

)(
A
B

)
=

(
0
0

)
. (180)

A,B = 0でない非自明な解が存在するためには左辺の行列の逆行列が存在してはいけない．もし存在すれば，

その逆行列を左から両辺に作用させると，A = B = 0になってしまう．逆行列が存在しない為の必要十分条

件は行列式が０であることである．つまり，

0 = det

(
k +K −mω2 −K

−K k +K −mω2

)
−→ (k +K −mω2)2 −K2 = (k + 2K −mω2)(k −mω2) = 0,

なので，

ω2 = ω2
1 =

k

m
, ω2 = ω2

2 =
k + 2K

m
, (181)

であれば，運動方程式を満たすことがわかる．ω1,2 は正負どちらでもよいが，負の場合でも ϕ → −ϕとする
と結局正の場合の解と同じ物になるので，正の ω だけを考えれば良い．

m

x y 

k K
m

k

図 17 三つのばねにつながれた二つの質点．
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まず，ω = ω1 の場合を考えよう．式 (180)に代入すると，(
K −K
−K K

)(
A
B

)
=

(
0
0

)
−→ A = B, (182)

が成立しないといけない．つまり，ω = ω1 の場合の解は，(
x1(t)
y1(t)

)
= A1 cos (ω1t+ ϕ1)

(
1
1

)
, (183)

である．一方，ω = ω2 の場合は，式 (180)に代入すると，(
−K −K
−K −K

)(
A
B

)
=

(
0
0

)
−→ A = −B, (184)

が成立しないといけない．つまり，ω = ω2 の場合の解は，(
x2(t)
y2(t)

)
= A2 cos (ω2t+ ϕ2)

(
1
−1

)
, (185)

である．二つの基準振動の変位の相対的な方向の組み合わせを図 18に示しておく．ω1 がK に依らないのは，

中心のバネが伸縮していない為である．運動方程式は二階の微分方程式なので，一般解には自由度あたり２つ

の任意定数があればよい．よって，一般解は式 (183)と式 (185)の重ね合わせで書くことができ，(
x(t)
y(t)

)
= A1 cos (ω1t+ ϕ1)

(
1
1

)
+A2 cos (ω2t+ ϕ2)

(
1
−1

)
, (186)

となる．一般解は二つの固有振動の線形結合で表されている．それぞれの固有振動のことをモードとよぶこと

もある．この例では，一般解は二つのモードで展開されている，などというように使われる．

4つの任意定数 A1,2 と ϕ1,2 は，初期条件より，(
x(0)
y(0)

)
= A1 cosϕ1

(
1
1

)
+A2 cosϕ2

(
1
−1

)
, (187)

および， (
ẋ(0)
ẏ(0)

)
= −ω1A1 sinϕ1

(
1
1

)
− ω2A2 sinϕ2

(
1
−1

)
, (188)

を用いて決定される．

u 1 

u 2 

図 18 二つの固有モードの変位の方向．u1 = (1, 1)T，u2 = (1,−1)T .
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ここまでやると，勘の良い人は気づいているかもしれないが，運動方程式 (177)は行列の対角化のテクニッ

クを使って解くことができる．逆行列が存在しない条件を使用するところなどは全く同じ作業である．実際に

運動方程式 (177)を行列表示すると，

d2

dt2

(
x
y

)
= −

k+K
m −K

m

−K
m

k+K
m

(x
y

)
−→ d2

dt2
x = −Âx, (189)

のように対称行列 Âを用いて表すことができる．両辺左から適当な直交行列 ÛT を作用させると，Û ÛT = 1̂

を思い出して，

d2

dt2
ÛTx = −ÛT ÂÛ ÛTx = −

(
ω2
1 0
0 ω2

2

)
ÛTx, (190)

のように必ず対角化することができる．上記と全く同じ計算により，固有ベクトルは，

ω1 =

√
k

m
:

1√
2

(
1
1

)
, ω2 =

√
k + 2K

m
:

1√
2

(
1
−1

)
, (191)

となるので（固有ベクトルの全体の符号（位相）は任意で構わない），直交行列は，

Û =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, (192)

である．直交行列で変換された ÛTxを x′ = (x′, y′)T ≡ ÛTxと書くと，式 (190)より，単振動の微分方程式

を解いて，

x′(t) =
√
2A1 cos(ω1 + ϕ1), y′(t) =

√
2A2 cos(ω2 + ϕ2), (193)

のように解が求まる．ここで，後の便宜上
√
2をくくりだしておいた．もとの表示 xでの解は，

x = Ûx′ =
1√
2

(
1 1
1 −1

)(
x′(t)
y′(t)

)
=

1√
2

(
x′(t) + y′(t)
x′(t)− y′(t)

)
,

= A1 cos (ω1t+ ϕ1)

(
1
1

)
+A2 cos (ω2t+ ϕ2)

(
1
−1

)
, (194)

となり，確かに式 (186)と一致することが確認できる．

最後にこの系の力学的エネルギーについて考えておこう．力学的エネルギー E は，運動エネルギーと位置

エネルギーの和なので，

E =
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 +

k

2
x2 +

K

2
(x− y)2 + k

2
y2 =

m

2

dx

dt
· dx
dt

+
k

2
x · x+

K

2
(x− y)2, (195)

のように表される．右辺第一項，第二項は速度ベクトル，変位ベクトルの長さの二乗の形になっているが，第

三項は第二の固有ベクトルからの寄与しかないことがわかる．式 (194)を代入すると，

E =
[
mω2

1A
2
1 sin

2(ω1t+ ϕ1) +mω2
2A

2
2 sin

2(ω2t+ ϕ2)
]
+ k
[
A2

1 cos
2(ω1t+ ϕ1) +A2

2 cos
2(ω2t+ ϕ1)

]
+ 2KA2

2 cos
2(ω2t+ ϕ2),

=
[
kA2

1 sin
2(ω1t+ ϕ1) + (k + 2K)A2

2 sin
2(ω2t+ ϕ2)

]
+ k
[
A2

1 cos
2(ω1t+ ϕ1) +A2

2 cos
2(ω2t+ ϕ1)

]
+ 2KA2

2 cos
2(ω2t+ ϕ2),

= kA2
1 + (k + 2K)A2

2

(
= mω2

1A
2
1 +mω2

2A
2
2

)
. (196)

よって，力学的エネルギーはそれぞれの固有モードの振幅の二乗に比例する寄与の和になっていることがわ

かる．
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9.2 うなり

バネにつながれた二つの質点の変位の一般解 (194) を用いて，具体的な運動の様子を調べてみよう．

簡単のため，ϕ1 = ϕ2 = 0，A1 = A2 = A とおく．これは二つの質点の初速が共に 0 で，初期変位が

x(0) = 2A, y(0) = 0に対応する．この時，具体的に x(t)と y(t)を書くと，

x(t) = A
[
cos(ω1t) + cos(ω2t)

]
= 2A cos

(
ω2 − ω1

2
t

)
cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
≡ 2A cos(∆ωt) cos(ω̄t), (197)

y(t) = A
[
cos(ω1t)− cos(ω2t)

]
= 2A sin(∆ωt) sin(ω̄t), (198)

と変形できる．ここで，

ω̄ ≡ ω1 + ω2

2
=

1

2

(√
k

M
+

√
k + 2K

M

)
, ∆ω ≡ ω2 − ω1

2
=

1

2

(√
k + 2K

M
−
√

k

M

)
, (199)

である．二つの質点間のバネ定数が小さい (K ≪ k)とき，∆ω ≃ ω̄
2kK となる．ω1 を一定にして ω2 を変化

させていったときの x(t)を図 19(a)に示す．ω ≡ ω2/ω1 = 1では cos(ω1t)で振動するだけだが，少しだけず

れている場合は，長い周期 2π/∆ω の振動と短い周期 2π/ω̄ の振動が重なって現れる．これをうなりとよぶ．

ω → 1の極限で，長い周期 2π/∆ω →∞となり一つの振動数の波になることがわかる．図 19(b)は，ω = 1.1

での x(t)と y(t)の比較を示している．x(t)の振幅と y(t)の振幅が交互に変化していることが見てとれる．

ω = 1.3

1.2

1.04

1.1

(a) (b)

x(t) 

y(t) 

ω = 1.1

ω t1 ω t1

図 19 (a) x(t)の時間依存性．ω ≡ ω2/ω1. (b) ω = 1.1における x(t)と y(t)の時間依存性．
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9.3 抵抗のあるばねの強制振動 ∗

行列の対角化を用いて解くことができる例を紹介しよう．外力 F cos(Ωt)が作用する，抵抗のあるバネの問

題の運動方程式は，
mẍ+ cẋ+ kx = F cos(Ωt), (200)

である．ω2 ≡ k/mとして，ωy = ẋとおくと，

ẋ− ωy = 0, ẏ + 2γy + ωx = f cos(Ωt), (201)

という連立方程式になる．ただし，2γ ≡ c/m，f ≡ F/(mω)である．これを行列とベクトル x ≡ (x, y)T で

書くと，
d

dt
x+

(
0 −ω
ω 2γ

)
x =

(
0
f

)
cos(Ωt). (202)

ここで，左辺の行列を対角化しよう．固有値を λとおいて，

0 = det

(
−λ −ω
ω 2γ − λ

)
−→ λ2 − 2γλ+ ω2 = 0 −→ λ = λ± = γ ±

√
γ2 − ω2. (203)

固有ベクトルはそれぞれ，

u− =

(
−α−

√
α2 − 1

1

)
=

(
−λ+/ω

1

)
, u+ =

(
−α+

√
α2 − 1

1

)
=

(
−λ−/ω

1

)
, α ≡ γ

ω
, (204)

となる（規格化はしていない）．対称行列の対角化と異なり，固有ベクトルを並べた変換行列 Û の転置行列は

必ずしも逆行列 Û−1 というわけではない．Û の逆行列を直接求めると，

Û =
(
u− u+

)
=

(
−α−

√
α2 − 1 −α+

√
α2 − 1

1 1

)
=

(
−λ+

ω −λ−
ω

1 1

)
, Û−1 =

1

2

− 1√
α2−1 1− a√

α2−1
1√

α2−1 1 + a√
α2−1

 ,

である．式 (202)の両辺に左から Û−1 をかけ，Û−1x = x′ = (x−, x+)
T とかくと，

d

dt
x′ + Û−1

(
0 −ω
ω 2γ

)
Ûx′ = Û−1

(
0
f

)
cos(Ωt) −→ d

dt
x′ +

(
λ− 0
0 λ+

)
x′ =

f cos(Ωt)

2

(
1− α√

α2−1
1 + α√

α2−1

)
,

となる．この微分方程式はもはや連立微分方程式ではなく，右辺を定数 f−,+ と表記すると，

dx−
dt

+ λ−x− = f− cos(Ωt),
dx+
dt

+ λ+x+ = f+ cos(Ωt), (205)

という二つの独立な一階の微分方程式であるので，定数変化法を用いれば簡単に，

x±(t) = C±(t)e
−λ±t −→ dC±(t)

dt
= f± cos(Ωt)eλ±t, (206)

という係数 C±(t)についての微分方程式が得られる．t = 0から tまで積分すると，

C±(t) = C±(0) + f±

∫ t

0

dt′
e(λ±+iΩ)t′ + e(λ±−iΩ)t′

2
= C±(0) +

f±
2

[
e(λ±+iΩ)t − 1

λ± + iΩ
+
e(λ±−iΩ)t − 1

λ± − iΩ

]
.
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よって，

x±(t) = D±(0)e
−λ±t +

f±
2

[
eiΩt

λ± + iΩ
+

e−iΩt

λ± − iΩ

]
, (207)

となることがわかる．ここで，特解とそうでない部分に分けて，新たに係数D± を導入した．以下では λ± が

虚部を含む（減衰振動）の場合を解析してみよう．このとき，

f± = ± fλ±

2i
√
ω2 − γ2

, (208)

である．また，もとの変数 x(t)は x = Ûx′ より，特解部分だけ抜き出すと (それを x∗ と書こう)

x(t) = −λ+
ω
x− −

λ−
ω
x+, (209)

より，

x∗(t) =
fλ+λ−

4iω
√
ω2 − γ2

[
eiΩt

λ− + iΩ
+

e−iΩt

λ− − iΩ

]
− fλ+λ−

4iω
√
ω2 − γ2

[
eiΩt

λ+ + iΩ
+

e−iΩt

λ+ − iΩ

]
,

=
fλ+λ−

4iω
√
ω2 − γ2

{
eiΩt

[
1

λ− + iΩ
− 1

λ+ + iΩ

]
+ e−iΩt

[
1

λ− − iΩ
− 1

λ+ − iΩ

]}
,

=
fλ+λ−

4iω
√
ω2 − γ2

{
eiΩt

[
λ+ − λ−

λ+λ− − Ω2 + iΩ(λ+ + λ−)

]
+ e−iΩt

[
λ+ − λ−

λ+λ− − Ω2 − iΩ(λ+ + λ−)

]}
.

(210)

ここで，

λ+λ− = ω2, λ+ + λ− = 2γ, λ+ − λ− = 2i
√
ω2 − γ2, (211)

を用いて整理すると，

x∗(t) =
fω2

4iω
√
ω2 − γ2

{
eiΩt

[
2i
√
ω2 − γ2

ω2 − Ω2 + 2iΩγ

]
+ e−iΩt

[
2i
√
ω2 − γ2

ω2 − Ω2 − 2iΩγ

]}
,

=
F

m

[
ω2 − Ω2

(ω2 − Ω2)2 + (2γΩ)2
cos(Ωt) +

2γΩ

(ω2 − Ω2)2 + (2γΩ)2
sin(Ωt)

]
, (212)

のように特解が求まる．運動方程式 (200)に代入して確認してみよ．Ω ≃ ω で共鳴が起きることが図 20から

も確認できる．式 (212)は位相 ϕを用いて，

x∗(t) =
F

m

cos(Ωt− ϕ)√
(ω2 − Ω2)2 + (2γΩ)2

, tanϕ =
2γΩ

ω2 − Ω2
, (213)

のようにも書くことができる．特解を行列の対角化を用いて求めることができたが，計算はかなり煩雑になっ

ており，「力技」という感じは否めない．とにかく色んな技術を駆使すれば解ける場合がある，ということを

感じてほしい．式 (212)の形のように，cos(Ωt)と sin(Ωt)の線形結合で書けることを直感的に思いつければ

良いが · · · .
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図 20 強制振動の特解 (212)．γ = 0.02ω のときのmω2x∗/F の Ω/ω 依存性．

9.4 ばねにつながれた３つの質点の運動

図 21のように，質量mの三つの質点が，ばね定数 kの四つのばねにつながれている．平衡位置からの質点

の位置座標の変化をそれぞれ x，y，z と表す．このとき三つの質点の運動方程式は，

mẍ = −kx+ k(y − x),
mÿ = −k(y − x) + k(z − y),
mz̈ = −k(z − y)− kz,

である．9.1節と同様に，ベクトル x = (x, y, z)T と 3× 3の実対称行列 Âを用いて，運動方程式は，

d2

dt2
x = − k

m

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

x ≡ −ω2Âx, ω ≡
√
k

m
, (214)

m

x y 

k
m

k

z 

m
kk

図 21 四つのばねにつながれた三つの質点．
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u 1 

u 2 

u 3 

図 22 三つの固有振動．

と書ける．よって，Âを対角化して固有振動と固有振動数を求めればよいことになる．行列 Âの固有値を λ

とおくと，

0 = det

2− λ −1 0
−1 2− λ −1
0 −1 2− λ

 −→ (2− λ)3 − 2(2− λ) = 0 −→ λ = 2−
√
2, 2, 2 +

√
2. (215)

それぞれの固有ベクトルを求めると，

λ = λ1 = 2−
√
2 :

 0 −1 0
−1 0 −1
0 −1 0

uv
w

 = −
√
2

uv
w

 −→ u1 =
1

2

 1√
2
1

 , (216)

λ = λ2 = 2 :

 0 −1 0
−1 0 −1
0 −1 0

uv
w

 =

0
0
0

 −→ u2 =
1√
2

 1
0
−1

 , (217)

λ = λ3 = 2 +
√
2 :

 0 −1 0
−1 0 −1
0 −1 0

uv
w

 =
√
2

uv
w

 −→ u3 =
1

2

 1

−
√
2

1

 , (218)

となる．異なる固有値の固有ベクトルは直交していることに注意すること．これらの固有振動の相対的な方向

の組み合わせを図 22に示しておく．３つの質点の変位を固有ベクトルに比例するように x(t) = αi(t)ui とと

れば，

ẍ(t) = α̈i(t)ui = −ω2λiαi(t)ui −→ α̈i(t) = −ω2λiαi(t) −→ αi(t) = Ci cos(ω
√
λit) +Di sin(ω

√
λit),

のように解が求まる．固有ベクトル ui は時間に依存しないことに注意すること．一般解はこれら三つの固有

振動の線形結合で書けるので，６つの定数 C1,2,3，D1,2,3 を用いて，

x(t) =
∑

i=1,2,3

[
Ci cos(ω

√
λit) +Di sin(ω

√
λit)

]
ui, (219)

のように表すことができる．初期条件を例えば ẋ(0) = 0とすると，∑
i=1,2,3

Diω
√
λiui = 0, (220)
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図 23 式 (223)の x(t)/x0，y(t)/x0，z(t)/x0 の時間依存性．

となる．ui は互いに直交しているので，u1,2,3 との内積をとれば，D1 = D2 = D3 = 0となることが容易に

わかる．一例として，質点の変位の初期値を x = (x0, 0, 0)
T と仮定すると，

∑
i=1,2,3

Ciui =
C1

2

 1√
2
1

+
C2√
2

 1
0
−1

+
C3

2

 1

−
√
2

1

 =

x00
0

 , (221)

→


1
2

1√
2

1
2

1√
2

0 − 1√
2

1
2 − 1√

2
1
2


C1

C2

C3

 =

x00
0

 . (222)

連立方程式を解くと，
C1 =

x0
2
, C2 =

x0√
2
, C3 =

x0
2
,

を得る．よって，

x(t) =
x0
2

cos

[√
2−
√
2ωt

]
1

2

 1√
2
1

+
x0√
2
cos
[√

2ωt
] 1√

2

 1
0
−1

+
x0
2

cos

[√
2 +
√
2ωt

]
1

2

 1

−
√
2

1

 ,

(223)

のように，xの時間依存性が求まる．時間依存性を図示すると図 23のようになり，３つの質点の変位が複雑

に（ただし，基準振動の振動数に従って）変化していくことがわかる．
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9.5 ４種のばねにつながれた質量の異なる３つの質点の運動 ∗

9.4 節の３つの質点の質量が左から m1，m2，m3，ばね定数も左から k1，k2，k3，k4 の場合の運動方程

式は，

m1ẍ = −k1x+ k2(y − x),
m2ÿ = −k2(y − x) + k3(z − y),
m3z̈ = −k3(z − y)− k4z,

である．行列で書くと，

d2

dt2
x = −

(k1 + k2)/m1 −k2/m1 0
−k2/m2 (k2 + k3)/m2 −k3/m2

0 −k3/m3 (k3 + k4)/m3

x, (224)

のように表すことができるが，ここに現れた 3× 3行列は対称行列ではない．この行列を対称行列に変換する

には，以下のような，重み付けした座標 x̃を用いると良い：

x̃ ≡ (
√
m1x,

√
m2y,

√
m3z)

T
. (225)

x̃についての運動方程式は，

d2

dt2
x̃ = −


k1+k2

m1
− k2√

m1m2
0

− k2√
m1m2

k2+k3

m2
− k3√

m2m3

0 − k3√
m2m3

k3+k4

m3

 x̃ ≡ −Âx, (226)

のように，対称行列 Âで表される．Âの固有値を λ1,2,3，その固有ベクトルを v1,2,3 と書くと，対称行列の固

有ベクトルは直交しているので，vi · vj = δij である．x̃の一般解は，

x̃(t) =
∑

i=1,2,3

[
Ci cos(

√
λit) +Di sin(

√
λit)

]
vi, (227)

なので，もとの質点の変位 x(t)は，

[x(t)]j =
1
√
mj

∑
i=1,2,3

[
Ci cos(

√
λit) +Di sin(

√
λit)

] [
vi

]
j
, [x(t)]1 = x(t), [x(t)]2 = y(t), [x(t)]3 = z(t),

と表すことができる．
√
mj が分母に表れているので，大きな質量の質点の変位は小さくなることが読み取れ

る．これは慣性を考えると自然である．Ci, Di は
√
質量 ×長さの次元をもつ係数である．行列を対称行列

に変換してから計算すると，固有ベクトルが直交するので，計算の確認がしやすいが，もとの非対称な行列を

直接対角化しても結果は同じである．対称行列に変換する際は x̃から xに再変換するのが手間であり，忘れ

やすいので注意すること．複数の元素を含む固体中の原子振動の固有モードは，このように対称行列に変換し

て計算すると見通しがよくなる．詳しくは物性物理学もしくわ統計力学の講義で習う．
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♠ 例 26：m1 = m3 = 8m2 ≡ m，k1 = k4 = 9k2 = 9k3 ≡ 9k の場合：

Â =
k

m

 10 −
√
8 0

−
√
8 16 −

√
8

0 −
√
8 10

 =
10k

m
1̂+

2k

m

 0 −
√
2 0

−
√
2 3 −

√
2

0 −
√
2 0


︸ ︷︷ ︸

B̂

, (228)

と書けるので（1̂は単位行列），B̂ を対角化すればよい．

0 = det(B̂ − λ1̂) −→ λ2(3− λ) + 4λ = 0 −→ λ = −1, 0, 4, (229)

と，固有値 λが求まる．固有ベクトルは，

λ = λ1 = −1 : v1 =
1√
5

√21√
2

 , λ = λ2 = 0 : v2 =
1√
2

 1
0
−1

 , λ = λ3 = 4 : v3 =
1√
10

 1

−
√
8

1

 ,

のように互いに直交するベクトルが得られる．よって，Ci = ci
√
m，Di = di

√
mと書き直すと，

[x(t)]j =

√
m

mj

∑
i=1,2,3

[ci cos(ωit) + di sin(ωit)]
[
vi

]
j
, ωi ≡

√
10 + 2λi

√
k

m
,

=

√
m

mj

∑
i=1,2,3

βi cos(ωit− ϕi)
[
vi

]
j
, tanϕi ≡

di
ci
, βi ≡

√
c2i + d2i , (230)

なので，結局，x(t)y(t)
z(t)

 =

√
2β1 cos(ω1t− ϕ1)√

5

1
2
1

+
β2 cos(ω2t− ϕ2)√

2

 1
0
−1

+
β3 cos(ω3t− ϕ3)√

10

 1
−8
1

 ,

となる．この表式に現れている３つの縦ベクトルは必ずしも互いに直交していないことに注意すること．
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10 多数の質点の連成振動

図 24のような N 個の質量M の質点がバネ係数 k のバネで繋がった連成振動を考える．バネの自然長を a

とする．

10.1 連続極限と波動方程式：固定端

n番目の質点の運動方程式は，

Mẍn = −k(xn − xn−1) + k(xn+1 − xn), (2 ≤ n ≤ N − 1), (231)

Mẍ1 = −kx1 + k(x2 − x1), (232)

MẍN = −k(xN − xN−1)− kxN , (233)

であるが，n = 1と N の運動方程式がその他と少し異なっているので扱いが面倒である．そこで，図 24の両

端に示したように仮想的な質量M の質点を考え，それらの変位を x0, xN+1 とかく．ただし，固定端条件:

x0 = xN+1 = 0である解を探すことにする．従って，質点の運動方程式は，式 (231)で一括に表すことが可

能で，
Mẍn = −k(xn − xn−1) + k(xn+1 − xn), (1 ≤ n ≤ N), (234)

である．次に，n番目の質点の変位を xn = f(na)のように，「左から n番目の平衡位置 u = na」の「関数」

として表しておく．(N + 1)a ≡ lを一定に保ちつつ，質点の数をどんどん増やしていく（N →∞）極限 (つ

まり a→ 0)では f(u)は [0, l]の間で滑らかに変化する関数とみなせるので，運動方程式 (234)の右辺は近似

的に，

→ ka

[
f(na+ a)− f(na)

a
− f(na)− f(na− a)

a

]
∼ ka2 f

′(na+ a/2)− f ′(na− a/2)
a

∼ ka2f ′′(na),

と表すことができる．ここで，′は uによる（偏）微分である．よって，運動方程式は，

∂2

∂t2
f(t, u) = c2

∂2

∂u2
f(t, u), c2 ≡ ka2

M
, f(t, u)|u=0,l = 0, 固定端, (235)

M

x 

k
M

k
M

kk

n−1 x n x n+1

... ... 

l=a(N+1)

M
k

x Nx 

k
M

1x 
0=0 =0x N+1

a

M M

l       uΟ

f (u)

変位は右 変位は右

変位は左

図 24 N 個の質点の連成振動．
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と等価になる．この微分方程式は一次元の波動方程式と呼ばれているものである．ここで，cは速度の次元を

もつ定数であり，f の時間 t依存性を明記しておいた．uは変位ではなく質点の平衡位置を表す「ただの座標」

なので tに依存しない．

式 (235) は変数分離 f(t, u) = A(t)B(u) の形を仮定すれば解を求めることができる．式 (235) に代入す

ると，
1

c2A(t)

∂2

∂t2
A(t) =

1

B(u)

∂2

∂u2
B(u), (236)

が成立しなければならない．式 (236)の左辺は tのみの関数であるが，右辺は uのみの関数になっている．両

辺が等しいためには両辺が tにも uにも依らない定数である必要がある．この定数を −q2 とおくと，

∂2

∂t2
A(t) = −(cq)2A(t), ∂2

∂u2
B(u) = −q2B(u), (237)

となる．解は与えられた (仮定した)q について，

Aq(t) = C1q cos(cqt) + C2q sin(cqt), Bq(u) = D1q cos(qu) +D2q sin(qu), (238)

となることは容易に導出できる．ここまで，q の値については何の制限もつけていなかったが，もし q が実数

でなければ q = a+ ibと書くと，

cos(cqt) =
eicqt + e−icqt

2
=
eicate−cbt + e−icatecbt

2
, sin(cqt) =

eicqt − e−icqt

2i
=
eicate−cbt − e−icatecbt

2i
,

などとなり，t → ±∞ で発散してしまう項を含んでしまう．このような解は物理的におかしいので排除す
ることにすれば，q は実数に制限される．また，境界条件は f(t, 0) = f(t, l) = 0 という固定端条件なので，

Bq(0) = Bq(l) = 0でなければならない：

Bq(0) = D1q = 0, Bq(l) = D2q sin(ql) = 0→ q =
mπ

l
=

mπ

(N + 1)a
, (m = 1, 2, · · · , N).

m = 0, N + 1 は全ての変位が f = 0 となるので不適（というか考慮する必要がない）．また，m =

N + 2, N + 3, · · · は m = 1, 2, · · · と等価な解になるので，1 ≤ m ≤ N として良い．式 (235)は線形同次微

分方程式なので，一般解は全ての q についての線型結合として，

f(t, u) =

N∼∞∑
m=1

{
am cos

[
mπct

l

]
+ bm sin

[
mπct

l

]}
sin
[mπu

l

]
,

となる．ここで，C1qD2q = am, C2qD2q = bm と書いた．

N → ∞個の質点の運動を考えているわけなので，初期条件は f(0, u)と ∂f(t, u)/∂t|t=0 の二つの uにつ

いての「関数形として与える」必要がある．これは，式 (235)が tに関して二階の微分方程式であるためであ

り，N 個の質点の初期変位と初期速度を与える必要がある．ここでは ∂f(t, u)/∂t|t=0 = 0として話を進めよ

う．この条件より，bm = 0であり，f(0, u)の条件は，

f(0, u) =

N∼∞∑
m=1

am sin
[mπ
l
u
]
, (239)

となる．連成振動という物理の問題をニュートンの運動方程式に従って解いたわけであるから，任意の初

期条件が作れなければおかしいが，式 (239) で本当に任意の初期条件が表現できるのだろうか？実は（驚く
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べきことに！）実際に任意の初期条件を am を適当に選ぶことで再現できるのである．式 (239) の両辺に
2

l
sin
(nπ
l
u
)

(n ≥ 1)をかけて u = 0から lまで積分すると，

2

l

∫ l

0

f(0, u) sin
(nπ
l
u
)
du =

∞∑
m=1

am
2

l

∫ l

0

du sin
[mπ
l
u
]
sin
[nπ
l
u
]
=

∞∑
m=1

am
2

π

∫ π

0

dw sin(mw) sin(nw),

(240)

となるが，最後の積分は，

2

π

∫ π

0

dw sin(mw) sin(nw) =
1

π

∫ π

0

dw
{
cos
[
(m− n)w

]
− cos

[
(m+ n)w

]}
= δmn ≡

{
0 (m ̸= n),

1 (m = n),

(241)

と書けるので，クロネッカーのデルタ δmn になる．この結果を用いると，

2

l

∫ l

0

f(0, u) sin
(nπ
l
u
)
du =

∞∑
m=1

amδmn = an, (和の中でm = nしか残らない), (242)

となり，an (n ≥ 1)が求まることがわかる．式 (239)と式 (242)は数学のフーリエ正弦級数と関係している

（そのまま，と言っても良いが · · ·）．an のことをフーリエ係数とよぶ．上記の議論は式 (239)を仮定したとき

の場合なので，任意の初期条件が表現できる証明にはなっていないことに注意せよ．証明が気になる人はフー

リエ級数の一般論を参照すること．

まとめると，固定端条件でかつ初速度が 0の N →∞の連成振動の解 f(t, u)は，

f(t, u) =

∞∑
m=1

am cos
(mπ
l
ct
)
sin
(mπ
l
u
)
, am =

2

l

∫ l

0

f(0, u) sin
(mπ
l
u
)
du, (243)

となる．

10.2 N 個の質点の連成振動：固定端

N → ∞でない場合の運動方程式 (234)の解は Bq(u)から構成することができる．実際に，左から n番目

の質点の変位を N →∞の解の形と同型：

x(m)
n (t) = αm(t) sin

(mπ
l
u
)
= αm(t) sin

(
πm

N + 1
n

)
, (← u = naだったのを思い出せ)， (244)

とおくと，運動方程式 (234)より，

ẍ(m)
n (t) = α̈m(t) sin

[
πm

N + 1
n

]
=

k

M
αm(t)

{
−2 sin

[
πm

N + 1
n

]
+ sin

[
πm

N + 1
(n+ 1)

]
+ sin

[
πm

N + 1
(n− 1)

]}
,

=
k

M
αm(t) sin

[
πm

N + 1
n

]{
−2 + 2 cos

[
πm

N + 1

]}
,

→ α̈m(t) = −
{
4k

M
sin2

[
πm

2(N + 1)

]}
︸ ︷︷ ︸

≡ω2
m

αm(t). (245)

つまり，
αm(t) = am cos(ωmt) + bm sin(ωmt),
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となる．一般解はmについて線形結合をとれば良いので，

xn(t) =

N∑
m=1

[
am cos(ωmt) + bm sin(ωmt)

]
sin

(
πmn

N + 1

)
. (246)

上記と同様に，t = 0で ẋ
(m)
n = 0の初期条件のときは bm = 0なので，am の項のみを残して，

0 π

q
c
, 
ω
m

qa

 N =∞

 N <∞

図 25 N = ∞と N < ∞の場合の分散関係．N < ∞の場合は大きい波数の領域で系が有限個のバネで

できている事が効いてくる．

xn(t) =

N∑
m=1

am cos(ωmt) sin

(
πmn

N + 1

)
, ωm = 2

√
k

M
sin

[
πm

2(N + 1)

]
, (247)

である．角振動数 ωm と波数 q = πm
(N+1)a の関係を分散関係とよぶことがある．波数は波長の逆数である．

10.1節のN →∞の連成振動では分散関係は式 (237)より，ω = qcであることがわかる．N <∞の場合 [式

(247)]と比較したものを図 25に示しておく．波数 q が小さい領域では両者は一致することがわかる．

式 (247)のフーリエ係数 am は，

xn(0) =

N∑
m=1

am sin

(
πmn

N + 1

)
, (248)

が成立するように決めなければいけない．

Im ≡
N∑

n=0

exp

[
iπm

N + 1
n

]
=



N + 1, (m = 0),

1− eiπm

1− exp
[

iπm
N+1

] , (m ̸= 0) =


0, (m = 2j > 0),

2

1− exp
[

iπm
N+1

] , (m = 2j − 1 > 0),

となることを用いると，

N∑
n=0

cos

[
πm

N + 1
n

]
=
Im + I−m

2
=


N + 1, (m = 0),

0, (m = 2j ̸= 0),

1, (m = 2j − 1 ̸= 0),

(249)
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が成立するので，m,m′ > 0として

2

N + 1

N∑
n=0

sin

[
πmn

N + 1

]
sin

[
πm′n

N + 1

]
=

1

(N + 1)

N∑
n=0

{
cos

[
π(m−m′)
N + 1

n

]
− cos

[
π(m+m′)

N + 1
n

]}
= δmm′ ,

という関係が成り立つ．式 (248)に適用すると，

2

N + 1

N∑
n=0

xn(0) sin

(
πm′n

N + 1

)
=

2

N + 1

N∑
n=0

N∑
m=1

am sin

(
πmn

N + 1

)
sin

(
πm′n

N + 1

)
= am′ ,

のように am′ が得られ，

xn(0) =

N∑
m=1

am sin

(
πmn

N + 1

)
, am =

2

N + 1

N∑
n=0

xn(0) sin

(
πmn

N + 1

)
, (250)

と表される．以上から，時刻 tにおける固定端条件でかつ初速度が 0の場合の N 個の質点の連成振動の解は，

xn(t) =

N∑
m=1

am cos(ωmt) sin

(
πmn

N + 1

)
, ωm = 2

√
k

M
sin

[
πm

2(N + 1)

]
, (m = 1, 2, · · · , N) (251)

である．ここでも任意の初期条件が作れる証明は「離散フーリエ級数」の一般論を参照すること．

10.3 自由端

これまでは端の質点の変異が 0の固定端条件を調べてきたが，ここではもう一つの代表的な境界条件である

自由端条件における解を求める．

まずは波動方程式 (235)から出発しよう．自由端とは，仮想的に導入された端の質点の変位が，N →∞に
おいて x0 = x1, xN+1 = xN となるような条件である．連続極限をとった関数 f(t, u)の言葉で表すと，

∂

∂u
f(t, u)

∣∣∣∣
u=0,l

= 0, 自由端,

となる．波動方程式の変数分離の形の解 (238)の中で自由端の条件を満たすものは，

∂

∂u
Bk(u) = −kD1k sin(ku) + kD2k cos(ku), (252)

なので，

∂

∂u
Bk(u)

∣∣∣∣
u=0

= kD2k = 0,
∂

∂u
Bk(u)

∣∣∣∣
u=l

= −kD1k sin(kl) = 0 −→ k =
mπ

l
, m = 0, 1, 2, · · · , (253)

である必要がある．固定端の場合と異なり，m = 0も意味のある解（一様な解）になることに注意すること．

以上から，C1kD1k = am，C2kD1k = bm と書いて，一般解は，

f(t, u) =

N∼∞∑
m=0

{
am cos

[
mπct

l

]
+ bm sin

[
mπct

l

]}
cos
[mπu

l

]
,

となる．初速度を 0とすると，bm = 0なので，

f(t, u) =

N∼∞∑
m=0

am cos

(
mπct

l

)
cos
(mπu

l

)
.
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初期条件より，

f(0, u) =

N∼∞∑
m=0

am cos
(mπu

l

)
,

が成立するように am を決める必要がある．これを，フーリエ余弦級数とよぶ．式 (242)のときと同様に，両

辺に
2

l
cos
(nπ
l
u
)

(n ≥ 0)をかけて u = 0から lまで積分すると，

2

l

∫ l

0

duf(0, u) cos
(nπ
l
u
)
=

∞∑
m=0

am
2

l

∫ l

0

du cos
(mπu

l

)
cos
(nπ
l
u
)
=

∞∑
m=0

am
2

π

∫ π

0

dw cos (mw) cos (nw) .

最後の積分は，

2

π

∫ π

0

dw cos (mw) cos (nw) =
1

π

∫ π

0

dw
{
cos
[
(m− n)w

]
+ cos

[
(m+ n)w

]}
=


0 (m ̸= n)

1 (m = n ≥ 1)

2 (m = n = 0)

,

となるので，

a0 =
1

l

∫ l

0

duf(0, u), am =
2

l

∫ l

0

duf(0, u) cos
(mπ
l
u
)

(m ≥ 1), (254)

のように係数 am が求まる．式 (254)は m = 0とそれ以外で積分の前にかかっている係数が異なっているの

で，それを揃えて以下のように a0 → a0/2と再定義するのが標準的である：

f(0, u) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos
(mπ
l
u
)
, am =

2

l

∫ l

0

duf(0, u) cos
(mπ
l
u
)
, (m ≥ 0). (255)

よって，時刻 tの解は，

f(t, u) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos

(
mπct

l

)
cos
(mπu

l

)
, (256)

となる．

次に，有限のN の場合の自由端境界条件の解を調べてみよう（議論はほとんど固定端の場合と同じである）．

式 (244)に対応する表式は，

x(m)
n (t) = αm(t) cos

(mπ
l
u
)
= αm(t) cos

(
mπ

(N + 1)
n

)
, (257)

である．運動方程式 (234)に代入すると，

ẍ(m)
n (t) = α̈m(t) cos

[
πm

N + 1
n

]
=

k

M
αm(t)

{
−2 cos

[
πm

N + 1
n

]
+ cos

[
πm

N + 1
(n+ 1)

]
+ cos

[
πm

N + 1
(n− 1)

]}
,

=
k

M
αm(t) cos

[
πm

N + 1
n

]{
−2 + 2 cos

[
πm

N + 1

]}
,

α̈m(t) = −
{
4k

M
sin2

[
πm

2(N + 1)

]}
︸ ︷︷ ︸

≡ω2
m

αm(t). (258)

これは，固定端の場合の式 (245)と全く同じ表式である．よって，

αm(t) = am cos(ωmt) + bm sin(ωmt),

59



10.3 自由端 10 多数の質点の連成振動

となる．一般解はmについて線形結合をとれば良いので，

xn(t) =

N∑
m=0

[
am cos(ωmt) + bm sin(ωmt)

]
cos

(
πmn

N + 1

)
. (259)

以前と同様に，t = 0で ẋ
(m)
n = 0の初期条件のときは bm = 0なので，am の項のみを残して，

xn(t) =

N∑
m=0

am cos(ωmt) cos

(
πmn

N + 1

)
, (260)

である．フーリエ係数 am は，

xn(0) =

N∑
m=0

am cos

(
πmn

N + 1

)
, (261)

が成立するように決めなければいけない．和の公式 (249)を用いると，m,m′ ≥ 0として，

2

N + 1

N∑
n=0

cos

[
πmn

N + 1

]
cos

[
πm′n

N + 1

]
=

1

(N + 1)

N∑
n=0

{
cos

[
π(m−m′)
N + 1

n

]
+ cos

[
π(m+m′)

N + 1
n

]}
,

=


0 (m ̸= m′)

1 (m = m′ ≥ 1)

2 (m = m′ = 0)

, (262)

が成立する．よって，式 (261)の両辺に cos

(
πm′n

N + 1

)
をかけて nで和をとると，

2

N + 1

N∑
n=0

xn(0) cos

(
πm′n

N + 1

)
=

2

N + 1

N∑
n=0

N∑
m=0

am cos

(
πmn

N + 1

)
cos

(
πm′n

N + 1

)
,

=

N∑
m=0

amδmm′(1 + δm′0) =

{
am′ (m′ ≥ 1)

2a0 (m′ = 0)
, (263)

のように am′ が得られる．N → ∞のときに式 (255)で a0 を再定義したように，ここでも a0 → a0/2とす

ると都合がよく，

xn(0) =
a0
2

+

N∑
m=1

am cos

(
πmn

N + 1

)
, am =

2

N + 1

N∑
n=0

xn(0) cos

(
πmn

N + 1

)
(m ≥ 0). (264)

よって，時刻 tの解は，

xn(t) =
a0
2

+

N∑
m=1

am cos(ωmt) cos

(
πmn

N + 1

)
, (265)

となる．
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11 フーリエ級数・フーリエ変換

11.1 フーリエ級数

10 節で見たように，固定端，自由端境界条件における初期状態 t = 0 での変位は m = 0, 1, 2, · · · の
sin(mπu/l)，cos(mπu/l)の線型結合で表される．以下，この節では位置座標を uではなく xで表すこととす

る．また，N → ∞の連続極限の場合のみを扱うこととするので，有限の N についての議論は参考書等を調

べてほしい．t = 0における位置座標 xにおける質点の変位を単に f(x)，g(x)と書くことにすると，10節の

結果は以下のように書ける：

固定端 : f(x) =

∞∑
m=1

bm sin
(mπ
l
x
)
, bm =

2

l

∫ l

0

f(x) sin
(mπ
l
x
)
dx, (266)

自由端 : g(x) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos
(mπ
l
x
)
, am =

2

l

∫ l

0

g(x) cos
(mπ
l
x
)
dx. (267)

ここで，xの変域を [−l, l]に拡張することを考えよう．sin(mπx/l)，cos(mπx/l)は xについてそれぞれ奇関

数，偶関数なので，f(x)を奇関数，g(x)を偶関数として，am, bm を求める表式は，

bm =
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

(mπ
l
x
)
dx, am =

1

l

∫ l

−l
g(x) cos

(mπ
l
x
)
dx, (268)

と書き直すことができる．つまり，xが [−l, l]の範囲で考えると，固定端の場合は奇関数を，自由端の場合は
偶関数を三角関数の線型結合で表していたと解釈することができる．図 26のように，一般の関数は偶関数と

奇関数の和で書けるので，このことは，関数 ϕ(x)が am，bm を用いて，

ϕ(x) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos
(mπ
l
x
)
+

∞∑
m=1

bm sin
(mπ
l
x
)
, (269)

am =
1

l

∫ l

−l
ϕ(x) cos

(mπ
l
x
)
dx, bm =

1

l

∫ l

−l
ϕ(x) sin

(mπ
l
x
)
dx, (270)

と表されることを示唆する．これをフーリエ級数とよんでいる．ϕ(x)を式 (269)で表すことを，ϕ(x)をフー

リエ級数で展開する，と言う．フーリエ級数の計算の際に有用な積分公式を付録付録 Bにあげておいた．

f (x)

( f (x) − f (−x) )/2

( f (x) + f (−x) )/2

x

図 26 任意の関数 f(x)の偶関数部分と奇関数部分への分離．

61



11.1 フーリエ級数 11 フーリエ級数・フーリエ変換

ϕ(x)の素性については少し注意が必要である（任意というわけではない）．三角関数の性質上，x = −l と
x = l では ϕ(l) = ϕ(−l)となっていなければならない．また，ϕ(x)は有界である必要がある (an → ∞にな
ると困る)．証明は省略するが，ϕ(x)に有限個の “飛び”があってもフーリエ級数展開 (269)は，その点を，

ϕ(x)→ lim
ϵ→0

ϕ(x+ ϵ) + ϕ(x− ϵ)
2

,

として再現する．特に，x = l と −l はフーリエ級数で表すときには同一の点とみなされることに注意するこ
と．数学の教科書等では，表記の簡単化のために l = π としたものが記載されていることが多い：

ϕ(x) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos (mx) +

∞∑
m=1

bm sin (mx) , (271)

am =
1

π

∫ π

−π
ϕ(x) cos (mx) dx, bm =

1

π

∫ π

−π
ϕ(x) sin (mx) dx. (272)

♠ 例 27：ϕ(x) = x2 (−π < x < π) 図 27参照：

x2 ∼ π2

3
+ 4

nmax∑
n=1

(−1)n

n2
cos(nx).

nmax を大きくとると x2 とフーリエ級数展開が区別できないほど一致する．導出は部分積分すればよい．

♠ 例 28：ϕ(x) = x (−π < x < π) 図 28参照：

x ∼ 2

nmax∑
n=1

(−1)n+1

n
sin(nx).

導出は上記の例と同じく部分積分すればよい．フーリエ級数の表示では，ϕ(π) = ϕ(−π) にもかかわらず
ϕ(x) = xという関数は ϕ(π) = −ϕ(−π)である．上述したように x = π と −π は同一点とみなされるので，

x2

nmax = 1

nmax = 5

nmax = 10

nmax = 100

-3 -2 -1 0 1 2 3

0

2

4

6

8

10

x

図 27 x2 のフーリエ級数展開．nmax は和の上限．

x

nmax = 1

nmax = 5

nmax = 10

nmax = 100

-3 -2 -1 0 1 2 3
-4

-2

0

2

4

x

図 28 xのフーリエ級数展開．nmax は和の上限．

62



11.2 フーリエ変換 11 フーリエ級数・フーリエ変換

ϕ(x) に飛びがあることになる．よって，フーリエ級数展開では x = ±π での値が 1
2 [ϕ(π) + ϕ(−π)] = 0 に

なっている．実はこのために振動が nmax を大きくとっても取り除けないことが知られている（ギブスの振

動）．

♠ 例 29：N →∞の連成振動の力学的エネルギー ∗

10.1節で議論した固定端条件での連成振動の力学的エネルギーを考察してみよう．質点の運動エネルギーと

バネのエネルギーを加えると，式 (243)や式 (235)を用いて，

E =

N→∞∑
n=0

[
M

2
ẋ2n +

k

2
(xn − xn+1)

2

]
≃
∞∑

n=0

{
M

2

[
∂

∂t
f(t, u)

]2
+
ka2

2

[
∂

∂u
f(t, u)

]2}
x=na

,

→
∫ l

0

du

{
M

2a

[
∂

∂t
f(t, u)

]2
+
ka

2

[
∂

∂u
f(t, u)

]2}
=
ka

2

∫ l

0

du

{
1

c2

[
∂

∂t
f(t, u)

]2
+

[
∂

∂u
f(t, u)

]2}
,

=
ka

2

∫ l

0

du


[ ∞∑
m=1

am

(mπ
l

)
sin
(mπ
l
ct
)
sin
(mπ
l
u
)]2

+

[ ∞∑
m=1

am

(mπ
l

)
cos
(mπ
l
ct
)
cos
(mπ
l
u
)]2 ,

=
ka

2

∞∑
m=1

∞∑
m′=1

amam′

(mπ
l

)(m′π
l

)
sin
(mπ
l
ct
)
sin

(
m′π

l
ct

)∫ l

0

du sin
(mπ
l
u
)
sin

(
m′π

l
u

)

+
ka

2

∞∑
m=1

∞∑
m′=1

amam′

(mπ
l

)(m′π
l

)
cos
(mπ
l
ct
)
cos

(
m′π

l
ct

)∫ l

0

du cos
(mπ
l
u
)
cos

(
m′π

l
u

)
, (273)

となることがわかる．積分は m = m′ の時しか残らないことはすぐに確認できるので，和の中で m = m′ だ

け残すと，

E =
ka

2

∞∑
m=1

a2m

(mπ
l

)2{
sin2

(mπ
l
ct
)∫ l

0

du
1− cos

(
2mπ
l u

)
2

+ cos2
(mπ
l
ct
)∫ l

0

du
1 + cos

(
2mπ
l u

)
2

}
,

=
kal

4

∞∑
m=1

a2m

(mπ
l

)2
=
M

4

(
l

a

) ∞∑
m=1

a2m

[
c
(mπ
l

)]2
, (274)

となる．最後は式 (235)を用いた．つまり，力学的エネルギーはm番目の固有モード q =
mπ

l
の固有振動数

cq の二乗をその振幅 am の二乗で重み付けした和で表される．

11.2 フーリエ変換

オイラーの公式を用いると，フーリエ級数展開 (269)と (270)は，

ϕ(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

[
an
einπx/l + e−inπx/l

2
+ bn

einπx/l − e−inπx/l

2i

]
,

=
a0
2︸︷︷︸
c0

+

∞∑
n=1

[ an − ibn
2︸ ︷︷ ︸
cn

einπx/l +
an + ibn

2︸ ︷︷ ︸
c−n

e−inπx/l
]
≡

∞∑
n=−∞

cn exp
(
i
nπx

l

)
, (275)

cn =
an − ibn

2
=

1

2l

∫ l

−l
dxϕ(x)

[
cos
(nπx

l

)
− i sin

(nπx
l

)]
=

1

2l

∫ l

−l
ϕ(x) exp

(
−inπx

l

)
dx, (276)

と単純な表式 (複素フーリエ級数)で表すことができる．式 (276)は n = 0の時も成立する．
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ここで，l→∞の極限をとると，nπ
l
は，

k ≡ nπ

l
= n∆k, ∆k ≡ π

l
← 隣り合う k の間隔， (277)

のように連続変数となり，その変域は [−∞,∞]である．式 (275)と式 (276)は，

ϕ(x) =
1√
2π

∞∑
n=−∞

∆k
(√

2π
cn
∆k

)
︸ ︷︷ ︸
≡c(k)

eikx −→ 1√
2π

∫ ∞
−∞

dkc(k)eikx, (278)

c(k) =
√
2π

cn
∆k

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

dxϕ(x)e−ikx, (279)

のように表すことができる．式 (278)をフーリエ逆変換，式 (279)をフーリエ変換とよぶ．1/
√
2π の因子は

c(k)と ϕ(x)が対称になるようにくくりだしている．教科書によっては式 (278)に 1/
√
2π の因子がなく，式

(279)に 1/(2π)の因子がついていたりする．具体的にフーリエ変換を用いた計算は 12節と 13節で紹介する．

xの次元 [x]を長さとすると，kの次元 [k]は 1/長さであり，すなわち波数である．また，xの次元 [x]を時

間とすると，k の次元 [k]は 1/時間であるので，振動数 (角振動数)になる場合もある．例えば，光の強度 I

などをある程度長い間観測したとすると，I = ϕ(t)のように時間の関数としてデータが得られる．これをフー

リエ変換すると，角振動数 ω の関数として c(ω)が得られる．この c(ω)を調べると非常に有用である．物質

から発せられている光は物質の特徴的な状態間の遷移に起因している．詳細は量子力学によって説明される

が，それらの特徴的な状態のエネルギー差に対応する角振動数 ωに大きな強度 (つまり c(ω)が大きい)が検出

される．

t

I(t)

ω

c(ω)

00
0

図 29 時間の関数 I(t)とそのフーリエ変換 c(ω)（の虚部）の例．I(t)が tについて奇関数としてフーリ

エ変換したものを c(ω)として描いている．この場合 c(ω)は ω について奇関数になる．右図の鋭いピーク

位置の ω が特徴的な遷移のエネルギーに対応する．
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12 波動方程式

12.1 弦の振動

波動方程式 (235)は N →∞における連成振動の運動方程式として 10節で現れた．ここでは，弦の振動を

記述する方程式として波動方程式を導出する．

静止しているときの弦の位置を x軸として，図 30のように時刻 t，一次元方向の位置座標 xにおける振動

する弦の変位を u(t, x)と表す．微少区間 [x, x+∆x]を考え，図に示したように x軸方向と点 x，x+∆xに

おける弦の接線のなす角度を θ′, θ と書く．微小区間の両端には張力 T ′ と T が図の方向にはたらいており，

重力は無視する．弦の振動の振幅は小さいものとすると，この微小区間の質量は線密度 λを用いて λ∆xと表

される．

x方向のつり合いより，

T ′ cos θ′ = T cos θ. (280)

振動方向の運動方程式は，

(λ∆x)
∂2

∂t2
u(t, x) = T sin θ − T ′ sin θ′, (281)

となる．∆x≪ 1のとき，θ, θ′ ≪ 1であるので，

T ′ ≃ T, λ∆x
∂2

∂t2
u(t, x) ≃ T (θ − θ′), (282)

と近似できる．ここから，θ − θ′ ≃ ∆xであることがわかる．また，

∂

∂x
u(t, x) = tan θ′ ≃ θ′, ∂

∂x
u(t, x+∆x) = tan θ ≃ θ, (283)

と書けるので，

　　　λ∆x
∂2

∂t2
u(t, x) ≃ T

(
∂

∂x
u(t, x+∆x)− ∂

∂x
u(t, x)

)
∆x→0−−−−→

[
λ

T

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

]
u(t, x) = 0, (284)

が得られる．これは波の速さ c =

√
T

λ
の一次元の波動方程式 (235)である．

x x+Δx 

T’
Tθ 

θ’ 

u(t, x) 

図 30 弦の振動
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12.2 波のエネルギー

波の運動エネルギーを考えてみよう．微小区間 ∆xの弦の変位が持つ運動エネルギー ∆K(t, x)は，

∆K(t, x) =
λ∆x

2

[
∂

∂t
u(t, x)

]2
, (285)

なので，積分すると全運動エネルギーK は，

K(t) =
λ

2

∫
dx

[
∂

∂t
u(t, x)

]2
, (286)

と書ける．時間で偏微分すると，

∂

∂t
K(t) = λ

∫
dx

[
∂2

∂t2
u(t, x)

] [
∂

∂t
u(t, x)

]
,

= T

∫
dx

[
∂2

∂x2
u(t, x)

] [
∂

∂t
u(t, x)

]
, （波動方程式を用いた）,

= T

{[
∂

∂x
u(t, x)

] [
∂

∂t
u(t, x)

]}
x= 端

− T
∫
dx

[
∂

∂x
u(t, x)

]
∂

∂t

[
∂

∂x
u(t, x)

]
, （部分積分）,

= −T
2

∂

∂t

∫
dx

[
∂

∂x
u(t, x)

]2
≡ − ∂

∂t
V (t), (端の寄与は 0とする：自由端，固定端など）, (287)

という関係式が得られる．つまり，

∂

∂t

[
K(t) + V (t)

]
= 0→ K(t) + V (t) =

∫
dx
T

2

{
1

c2

[
∂

∂t
u(t, x)

]2
+

[
∂

∂x
u(t, x)

]2}
= E = 一定，(288)

という力学的エネルギーの保存則を導くことができる．V (t)は張力による位置エネルギーに対応する．x微

分になっているのは，局所的な弦の微小要素の変位が隣の微小要素の変位と同じであれば「伸びてない」こと

から直感的にも理解できる．9.1節の最後の議論や，11.1節の最後の例も参考にするとよい．端の寄与は境界

条件で 0としたが，一般の境界条件の場合でも上記の結果に比べて相対的に l−1 の因子に比例した寄与しかし

ない．ここで lは弦の長さである．よって，弦が充分に長ければ端の寄与は無視できることになる．

12.3 一次元波動方程式の解

一次元の波動方程式 (235)は以下のように書き直すことができる：

0 =

[
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

]
ϕ(t, x) =

[
1

c

∂

∂t
− ∂

∂x

] [
1

c

∂

∂t
+

∂

∂x

]
ϕ(t, x) =

[
1

c

∂

∂t
+

∂

∂x

] [
1

c

∂

∂t
− ∂

∂x

]
ϕ(t, x).

よって，解 ϕ(t, x)は，

ϕ(t, x) = f(x± ct), (289)

であればどのようなものでも構わない．関数 f(x+ ct)は負の x方向に進む波（進行波），関数 f(x− ct)は正
の x方向に進行波を表している．
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x

f (x)

f (x−5)

f (x−10)

10

図 31 波（波束）の時間変化．c = 1として３つの時間での波を描いている．

以下で，解 (289)をフーリエ変換を用いて導出してみよう．xと tそれぞれについてフーリエ逆変換を用い

る．まずは tを定数だと思って，xについてフーリエ逆変換を考えると，

ϕ(t, x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dkeikxa(t, k), (290)

である．次に，a(t, k)について，k を定数だと思って tについてのフーリエ逆変換を考える．通常，時間に関

するフーリエ変換は指数関数の指数の符号を座標に関する物と逆に定義するので，

a(t, k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dωe−iωtc(ω, k), (291)

となる．よって，二つをまとめると，

ϕ(t, x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dω

∫ ∞
−∞

dkeikx−iωtc(ω, k), (292)

のようにフーリエ逆変換を定義できる．これに対応して，フーリエ係数 c(ω, k)は，

c(ω, k) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

dxe−ikx+iωtϕ(t, x), (293)

である．式 (292)を波動方程式に代入すると，

1

2π

∫ ∞
−∞

dω

∫ ∞
−∞

dk

[
−ω

2

c2
+ k2

]
eikx−iωtc(ω, k) = 0. (294)

よって，これが恒等的に成立するためには，ω = ±kcである必要がある．よって，それぞれについて，

c(ω, k) =

{√
2πc±(k) (ω = ±kc)

0 (ω ̸= ±kc)
, (295)

を定義する．これを式 (292)に代入すると，ω = ±kcのみ残るので*4，最終的に，

ϕ(t, x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dk
[
eik(x+ct)c+(k) + eik(x−ct)c−(k)

]
, (296)

*4実はフーリエ変換の ω の積分は必要なかったということになる．ちゃんとやるとすると c(ω, k) =
√
2πc±(k)δ(ω ± kc)のように

デルタ関数を用いるべきだが，この講義ではデルタ関数は使用しないことにする．デルタ関数については物理数学 IIで．
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となる．よって，確かに f(x± ct)の形のフーリエ逆変換になっている．c±(k)については任意のものでも波
動方程式を満たしているので，f(x± ct)の関数型についてはどのようなものでも良いことが導かれる．すな
わち，式 (296)は，任意の「波」を平面波 eik(x±ct) の重ね合わせで表した形となっていることがわかる．

♠ 例 30：全エネルギーのフーリエ表示 ∗

全エネルギー (288)をフーリエ変換を用いて評価してみよう． ϕ(t, x) = ϕ(x− ct)と仮定して

E =

∫
dx
T

2

{
1

c2

[
∂

∂t
ϕ(x− ct)

]2
+

[
∂

∂x
ϕ(x− ct)

]2}
= T

∫
dx

[
∂

∂x
ϕ(x− ct)

]2
(297)

と表せるので，2つの ∂ϕ/∂xを必ず k, pと別の文字でフーリエ変換すると

E = T

∫
dx

∂

∂x

[
1√
2π

∫
dkeik(x−ct)c−(k)

]
∂

∂x

[
1√
2π

∫
dpeip(x−ct)c−(p)

]
= T

i2

2π

∫
dx

[∫
dkkeik(x−ct)c−(k)

] [∫
dppeip(x−ct)c−(p)

]
= −T

∫
dkke−ikctc−(k)

∫
dppe−ipctc−(p)

1

2π

∫
ei(k+p)xdx︸ ︷︷ ︸

δ(k+p)

. (298)

最後の δ(k+ p)はデルタ関数で，詳しくは物理数学 IIで学習する．デルタ関数 δ(k− k0)は k = k0 でのみ値

をもち，k = k0 を含む領域での積分，例えば
∫∞
−∞ dkδ(k− k0) = 1,

∫∞
−∞ dkf(k)δ(k− k0) = f(k0)という性

質をもつ．この性質を用いて p積分を実行すると，

E = T

∫
dkk2c−(k)c−(−k) = λ

∫
dk(kc)2|c−(k)|2, (299)

となる．最後に ϕが実数の場合フーリエ係数は c−(k) = [c−(−k)]∗ の関係にあることを用いた．

12.4 定在波

フーリエモードの波数 k と −k の進行波（平面波）を同じ重み，同じ位相で足しあわせることを考えよう：

ϕ(t, x) = eiϕei(kx+kct) + eiϕei(−kx+kct) = 2ei(kct+ϕ) cos(kx). (300)

実部と虚部はそれぞれ波動方程式の解になっており，

Re ϕ(t, x) = 2 cos(kct+ ϕ) cos(kx), Im ϕ(t, x) = 2 sin(kct+ ϕ) cos(kx), (301)

と書き表される．どの位置でも波の時間依存性が cos(kct + ϕ)か sin(kct + ϕ)なので，これらの波は進んで

いるようには見えない．このような波を定在波とよぶ．cos(kx) = 0である位置では，時刻 tによらず常に波

の変位が 0になっている (これを節とよぶ)．一方，cos(kx) = ±1の位置は振幅が最大となる点であり腹とよ
ぶ．位相を π ずらして足しあわせると，

ϕ(t, x) = eiϕeik(x+ct) + eiϕ+iπe−ik(x−ct) = 2iei(kct+ϕ) sin(kx). (302)

この場合は，

Re ϕ(t, x) = −2 sin(kct+ ϕ) sin(kx), Im ϕ(t, x) = 2 cos(kct+ ϕ) sin(kx), (303)

となる．定在波の腹と節は sin(kx)の値によって決まる．
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12.5 波束

x軸の正の方向に進む波の解として，式 (296)の c−(k)が，

c−(k) =

{
1 kmin ≤ k ≤ kmax

0 その他
, (304)

である場合を考えよう．*5 このとき，式 (296)により ϕ(t, x)を計算すると，z = x− ctとして，

ϕ(t, x) = ϕ(z) =
1√
2π

∫ kmax

kmin

dkeikz =
1√
2π

eikmaxz − eikminz

iz
, (305)

である．実部をとると，

Re ϕ(z) =
1√
2π

sin[kmaxz]− sin[kminz]

z
=

√
2

π

1

z
sin

[
kmax − kmin

2
z

]
cos

[
kmax + kmin

2
z

]
,

≡
√

2

π

sin(∆kz)

z
cos(k̄z), (306)

となる．t = 0として Re ϕ(x)を図 32に示しておく．このように，有限の範囲のフーリエモードを足した波

は空間的に局在したものになる．これを波束とよぶ．この波の場合，波束の形は
sin(∆kz)

z
で表され，細かい

振動部分は平均波数 k̄ による振動で表現される．ただし，k̄ ≫ ∆k とする．この振る舞いは 9.2節でみた，う

なりとよく似ている．この波束は，図 31のように，時間経過とともに速さ cで平行移動していくことになる．

-sin(x)+sin6 x
5



2 π x

2 sin x
10



2 π x

-100 -50 0 50 100

-0.05

0.00

0.05

x

図 32 波束．波束の振幅は
sin(∆kx)

x
で記述され，細かい振動部分が cos(k̄x)で表される．適当な長さの

単位を用いて，kmin = 1，kmax = 1.2としている．

同じような波束を，今度は離散的なバネの変位 u(t, na)として，充分に広いが有限の区間 [0, l] = [0, (N+1)a]

に閉じ込められている場合にどうなるかを調べてみよう．簡単のため，自由端の場合を考えると，変位

*5必ずしも同じ重み (ここでは全て 1)である必要はない．
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12.5 波束 12 波動方程式

u(t, x = na)は式 (265)で与えられ，

u(t, x = na) =
a0
2

+

N∑
m=1

am cos(ωmt) cos

(
πm

(N + 1)a
na

)
=
a0
2

+

N∑
m=1

am cos(ωmt) cos
(πm
l
x
)
, (307)

である．ただし，角振動数 ωm は式 (251)にあるように，

ωm = 2

√
k

M
sin

[
πm

2(N + 1)

]
= 2

√
k

M
sin
(πm

2l
a
)
, (308)

で与えられる．離散的な波数 q ≡ πm

l
を導入すれば，

u(t, x) =
a0
2

+

Nπ/l∑
q=π/l

aq cos(ωqt) cos (qx) , ωq = 2ω0 sin
(qa
2

)
, ω0 ≡

√
k

M
, (309)

のように書ける．上記と同様に aq は，ある有限の領域 qmin, · · · , qmax でだけ 1であるとすると，

u(t, x) =

qmax∑
q=qmin

cos(ωqt) cos (qx) =

qmax∑
q=qmin

cos(qx+ ωqt) + cos(qx− ωqt)

2
= Re

qmax∑
q=qmin

ei(qx+ωqt) + ei(qx−ωqt)

2
,

(310)

である．ここで，∆q ≡ (qmax − qmin)/2≪ q̄ ≡ (qmax + qmin)/2として，

ωq ≃ ωq̄ +
∂ωq

∂q

∣∣∣∣
q=q̄

(q − q̄) + · · · ≡ ωq̄ + vg(q − q̄) + · · · , (311)

と近似すると，s = ±1として，

qmax∑
q=qmin

ei(qx+sωqt) ≃ eis(ωq̄−vg q̄)t

qmax∑
q=qmin

eiq(x+svgt), (312)

となる．和は，

mmax∑
m=mmin

eiAm =
eiAmmin − eiA(mmax+1)

1− eiA
= eiAm̄ sin

[
A
(
∆m+ 1

2

)]
sin
(
A
2

) , m̄ ≡ mmax +mmin

2
, ∆m ≡ mmax −mmin

2
,

と表せるので，A = π
l (x+ svgt)として，

u(t, x) = Re
∑
s=±1

eis(ωq̄−vg q̄)teiq̄(x+svgt)
sin
[(
∆q + π

2l

)
(x+ svgt)

]
2 sin

(
π(x+svgt)

2l

) =
∑
s=±1

cos(q̄x+ sωq̄t)
sin
[(
∆q + π

2l

)
(x+ svgt)

]
2 sin

[
π(x+svgt)

2l

] ,

(313)

と変形される．明らかに s = 1(−1)は負の向き（正の向き）に進む波を表している．それぞれを u±(t, x)で

表すことにして，式 (313)の u− と式 (306)を比較してみよう．今，∆q ≫ π/lであり，端は充分に遠いとこ

ろにあるものとすると，π(x− vgt)/l≪ 1であるので，

u−(t, x) ≃
sin [∆q(x− vgt)]
2π(x− vgt)/l

cos

[
q̄

(
x− ωq̄

q̄
t

)]
↔ 式 (306) =

√
2

π

sin[∆k(x− ct)]
(x− ct)

cos
[
k̄(x− ct)

]
,(314)
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12.6 波束の減衰 12 波動方程式

x

t=0

t=30

t=60

t=90

q 

ω 

Ο q 

ω q 

2Δq 

100

v vg
φ

vφ
vg

図 33 群速度と位相速度が異なる場合の波束の時間変化．適当な単位で q = 0.5，∆q = 0.05，vg = 0.8，

vϕ = 1として t = 0, 30, 60, 90の波束を等間隔に上にずらして描いている．波束が全体として右に動く

速さ (vg)は波束の最も高い位置（オレンジの曲線の最高点）の変化（赤の直線）であるが，位相速度 vϕ は

細かい振動が右に進む速さであり，緑の直線で表される．挿入図：分散関係と vg，vϕ の関係．

のように似た形になる．ただし重要な相違点は，u−においては，全体としての波束の形は群速度 vg =
∂ωq

∂q

∣∣∣∣
q=q̄

で伝わるのに対して，細かい振動が伝わる速さは位相速度 vϕ ≡
ωq̄

q̄
である．連続極限の式 (306) では

vg = vϕ = c であるのでこの違いは存在しない．つまり，波の分散関係—角振動数と波数の関係—が一定

ω = ck でないことが群速度と位相速度の違いにおいて本質的である．

12.6 波束の減衰

群速度と位相速度の違いは元を辿れば，式 (309)のように，各フーリエモードの振動数 ωq が q = mπ/l に

比例していないことに起因していた．近似式 (311) が成立しない一般の場合の波束については，それぞれの

フーリエモードは異なる速さで動いていく．よって，初期状態 (t = 0)においてある程度局在していた波束は

時間とともに，広がっていくことになる．波束として，フーリエ係数を全て同じ値にした式 (310)の和の中の

x軸の正の方向に進む成分の和を u−(t, x)と表すと，

u−(t, x) =
1

2

qmax∑
q=qmin

cos(qx+ ωqt), (315)

71



12.6 波束の減衰 12 波動方程式

と書ける．l = 500a，qmin = π
5a , qmax = 2π

5a として，ω0t = 100− 400までを図 34に示した．時間とともに

波束中心から測った波束の幅が広がっていることがわかる．また，よく目を凝らしてみると，波束中心より前

方の振動は後方の振動に比べて波長が長いことがわかる．このことは，ωq[式 (309)]の q が大きい（つまり波

長が短い）フーリエモードの位相速度が q が小さい（波長が長い）ものの位相速度より遅いため，時間が経つ

と q が大きいモードは置いてきぼりをくらっているためである．

-100 0 100 200 300 400 500
x

t = 0 t = 100 t = 200 t = 300 t = 400

l = 500

u 
(t,

 x
)

−

図 34 波束が減衰していく様子．バネの自然長 a を単位として l = 500，1/ω0 を単位として時刻

t = 100, 200, 300, 400 について波束 u−[式 (315)] の x 依存性を示している．波束はフーリエ和を

qmin = π
5a
から qmax = 2π

5a
の間で同じ係数 = 1としてとったもの．
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13 一次元の波

13 一次元の波

13.1 固定端での反射

図のように，x > 0の壁に向かって x < 0側から変位が f(x− ct) =
√
a2 − (x− ct)2 で表される波束（パ

ルス波）が進行している．（パルス波とは変位が有限の（狭い）領域のみ０でないような波のことである．）波

が連成振動のときのように変位の方向と振動方向が同じ縦波の場合，壁 x = 0では固定端（変位はいつでも

0）になる．この場合に，波が壁で反射される様子を考えよう．

0 x

f

図 35 半円型の波束の反射．波束が連成振動のときのように変位の方向と振動方向が同じ縦波の場合は壁

(x = 0)では波の変位は 0なので固定端条件になる．

まず，波動方程式：[c−2∂2/∂t2 − ∂2/∂x2]u(t, x) = 0の一般解を u(t, x) = f(x − ct) + g(x + ct)として，

u(t, 0) = 0となる条件を求めると，

u(t, 0) = f(−ct) + g(ct) = 0 −→ g(ct) = −f(−ct), (316)

となる．この条件は任意の tについて成り立たないといけないので，変数を uとして，gの関数型そのものが，

g(u) = −f(−u)である必要がある．よって，一般解 u(t, x)は，

u(t, x) = f(x− ct)− f(−x− ct) =
√
a2 − (x− ct)2 −

√
a2 − (x+ ct)2. (317)

ただし，ルートの中が負になる場合は 0とする．gはパルス波が x = 0に到達するまでは壁の中の x > 0の部

分を仮想的に x < 0の側に進行している．逆に f は x = 0に到達後は仮想的に壁の中を進行することになる．

u(t, x)は確かに波動方程式の解になっており，固定端境界条件を満たしているので，壁の内側の仮想的な波を

無視して x ≤ 0のみを考えればがこれが反射の振る舞いを表すことになる．この様子を図 36に示しておく．

破線は仮想的な部分であり，実際のパルス波は実線で表されている．二つの寄与がちょうど重なったときに変

位は完全に消え，その後，変位の符号が逆になり（π だけ位相がずれる）反射されることがわかる．

13.2 自由端での反射

次に壁が自由端の場合を考えてみよう．この場合は変位と進行方向が垂直の横波の反射と思えば良く，海の

波が堤防にぶつかるようなものである．x = lに自由端の壁があると思うと，変位に対する条件は，

0 =
∂

∂x
u(t, x)

∣∣∣∣
x=l

=
∂

∂x
f(x− ct)

∣∣∣∣
x=l

+
∂

∂x
g(x+ ct)

∣∣∣∣
x=l

,

となる．任意の tについて成立しないといけないので，g の関数形は，

∂

∂u
g(l + u) =

∂

∂u
f(l − u),
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13.2 自由端での反射 13 一次元の波

x

t

図 36 固定端の壁における半円型の波束の反射の時間経過の様子．壁の内側 (x > 0)を仮想的に負の向き

に符号が逆向きの波束が進行していると考えると，固定端条件を満たし，反射波の位相が π ずれることが

わかる．
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13.3 媒質が異なる境界での透過と反射 13 一次元の波

のように，g は f に対して，壁を挟んで対称な形でなければいけないことになる．uで積分すると，

g(l + u) = f(l − u) + C, C は定数， (318)

となる．反射の前後での波束のエネルギー保存より C = 0となる必要があるので*6，固定端の場合と符号が

逆になることに注意してほしい．固定端の時と同様に波束の反射を考えても良いが，ここでは以下のように，

フーリエ級数の表式（256）を用いて，議論しよう．式 (310)の変形と同様に，右向きに進む波束と左向きに

進む波束に分解する：

u(t, x) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos

(
mπct

l

)
cos
(mπx

l

)
=
a0
2

+
1

2

∞∑
m=1

am

{
cos

[
mπ(x+ ct)

l

]
+ cos

[
mπ(x− ct)

l

]}
.

a0 は一定であり今は重要ではないので，

u±(t, x) ≡
1

2

∞∑
m=1

am cos

[
mπ(x± ct)

l

]
, (319)

を定義すると，t = 0 では図 37 (a) のように，全体の波束 u(0, x) は u+(0, x) + u−(0, x) で表される

(u+(0, x) = u−(0, x)である)．時間が経過すると (t > 0)，二つの波束は反対向きに動いていくので，右に進

む u−(t, x)に注目しよう (オレンジ)．二つの波束が重ならないような時刻をスタートとして (t = 30)，ちょ

うど t = 50のときに壁に到達する (c = 1としている)．図 37 (b)に，壁に到達する前後の u−(t, x)，u(t, x)

（ブルー），および，壁内を仮想的に左向きに進んできた u+(t, x)（グリーン）が描かれている．フーリエ級数

の性質上，周期性から自動的に仮想的な波束が存在していることに注意してほしい．壁で反射されると波は

u(t, x) = u+(0, x) + u−(0, x)（ブルー）で表される変位を示し，反射されて左向き（グリーン）に進むことに

なる．反射後も，反対側で反射された波束と重なる以前の時刻位（t = 70）までを考えることにすれば，最初

t = 30において右に進む波束が壁で反射される様子が理解できる．

13.3 媒質が異なる境界での透過と反射

この節では壁による反射ではなく，二つの異なる媒質の境界での反射および透過を考えよう．異なる媒質で

はその媒質中を伝わる波の速さが異なることを考慮して，波動方程式を解けば良い．今，x < 0は媒質１で占

められており，そこでの波の速さを c1 としよう．x > 0 では媒質２になっており，その波の速さを c2 とす

る．最初，波（波束）は x = −∞から媒質１内を原点に向かってその変位 u0(t, x) = u0(x− c1t)で進行する
ものとする．境界 (x = 0)で反射され x = −∞に戻っていく反射波を v1(t, x) = v1(x+ c1t)，媒質２の中を

x = ∞へ向かって進行する波の変位を v2(t, x) = v2(x − c2t)とおく（透過波）．ここで設定した関数形であ
れば，それぞれの領域の波動方程式を満たすことは式 (289)でみた通りである．重要な問題は，x = 0におけ

る境界条件である．そのうちの一つは，変位が +側と −側で等しいことである：

u0(t, 0) + v1(t, 0) = v2(t, 0) −→ u0(−c1t) + v1(c1t) = v2(−c2t). (320)

*6C ̸= 0だと g の先端に不連続な部分が生じてしまうので，位置エネルギー ∼ (∂g/∂x)2 に余計な寄与が現れてしまう．また，反射
波の変位がどの位置でも C だけ持ち上がってしまうので直感的にも C = 0であることがわかる．
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t = 0

t = 5

t = 30

t = 50

t = 70

(b)の横軸のスケール

(a)

(b)

t = 43

t = 48

t = 49

t = 50

t = 51

t = 52

t = 60

x

x

図 37 (a)フーリエ級数展開による波束の反射の様子．c = 1, l = 50としている．壁の内側はグレーで塗

られている領域．(b) 反射の前後における u−（進行波；オレンジ），u+（反射波；グリーン），および u

（実際に観測される波束 = 進行波 + 反射波；ブルー）．常に壁において自由端条件が満たされている．注

意：t = 43ではブルーの曲線は壁の近傍に少ししかみえないように描いている，また t = 60においてはグ

リーンとブルーは壁より左側の図の範囲では同じ曲線である（ブルーは描いていない）．
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13.3 媒質が異なる境界での透過と反射 13 一次元の波

もう一つの条件として，x = 0における張力が等しいことから，変位の位置座標微分が +側と −側で等しい
ことである*7：

∂

∂x

[
u0(t, x) + v1(t, 0)

]∣∣∣∣
x=0

=
∂

∂x
v2(t, x)

∣∣∣∣
x=0

−→ ∂

∂x

[
u0(x− c1t) + v1(x+ c1t)

]∣∣∣∣
x=0

=
∂

∂x
v2(x− c2t)

∣∣∣∣
x=0

,

(321)

この条件により，境界においても変位が滑らかにつながる．境界条件 (320)と (321)は任意の時刻 tについて

成立するので，

u0(−c1t) + v1(c1t) = v2(−c2t),
1

c1

∂

∂t

[
− u0(−c1t) + v1(c1t)

]
= − 1

c2

∂

∂t
v2(−c2t). (322)

第二式を tで積分すると，C を任意定数として，

1

c1

[
− u0(−c1t) + v1(c1t)

]
= − 1

c2
v2(−c2t) + C, (323)

を得る．t = 0では入射波は境界に到達しておらず，反射波も透過波も存在しない．よって u0(0) = v1(0) =

v2(0) = 0なので，結局 C = 0となる．まとめると，

u0(−c1t) + v1(c1t) = v2(−c2t), (324)

u0(−c1t)− v1(c1t) =
c1
c2
v2(−c2t), (325)

となるので，この連立方程式を解くと，

v1(c1t) = −
c1 − c2
c1 + c2

u0(−c1t), v2(−c2t) =
2c2

c1 + c2
u0(−c1t). (326)

よって，c1tを x+ c1tで，c2tを x− c2tで置き換えることにより，

v1(x+ c1t) = −
c1 − c2
c1 + c2

u0(−x− c1t), v2(x− c2t) =
2c2

c1 + c2
u0

(
c1
c2

(x− c2t)
)
, (327)

なる解を得ることができる．反射波 v1 の係数は正にも負にもなることに注意したい．これは２つの媒質内の

波の速さが c1 > c2 であれば反射波は固定端条件で反射されたように振る舞い（位相が π ずれる），c1 < c2 で

あれば自由端条件における反射になることを表している．*8　これに対して透過波の位相はどのような媒質で

あっても入射波のものから変化しない．高校物理で習う気持ちが悪い位相のズレはこの結果から来ているので

ある．

♠ 例 31：半径 aの半円形の波束の反射と透過

u0(x− c1t) =
√
a2 − (x− c1t)2 の場合，v1,2 は，

v1(x+ c1t) = −
c1 − c2
c1 + c2

√
a2 − (x+ c1t)2, v2(x− c2t) =

2c2
c1 + c2

√
a2 −

(
c1
c2

)2

(x− c2t)2, (328)

となる．c2/c1 = 0.5, 1.4 の二つの場合について示したものが，図 38 である．c1 > c2 のとき固定端反射，

c1 < c2 のとき自由端反射になっているのが確認できる．波束の振幅の変化と速さに注意してほしい．

*7ここは少しわかりにくいが，式 (281)と式 (283)を思い出せば，弦の振動方向の張力の大きさは変位 T∂u(t, x)/∂xであることが
わかる．また，この境界条件はエネルギー流の保存からも導かれる [式 (338)を参照]

*8固定端反射といっても端での変位は０ではない．その意味で単に固定端反射と言ってしまうと不正確である．
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x

c c1 =1 2 =1/2

t =−1.5

t =−1.0

t =−0.5

t = 0.0

t = 0.5

t = 1.0

t = 1.5

x

(a) (b) c c1 =1 2 =1.4

t =−1.5

t =−1.0

t =−0.5

t = 0.0

t = 0.5

t = 1.0

t = 1.5

0 0

図 38 二つの媒質の境界 (x = 0)における反射と透過．実線が実際の波束の振幅を表している．(a) 固定

端反射になる条件：c1 = 1，c2 = 0.5， (b) 自由端反射になる条件：c1 = 1，c2 = 1.4．(b) の t = ±1.0

においては x = 0で微分の値が x > 0と x < 0で異なるように見えるが，これは円形の波束の特殊性であ

るので気にしない．．．

13.4 エネルギーの流れ：連続の方程式 ∗

12.2節で議論したように，波のエネルギーは式 (288)で表される．式 (288)の被積分関数は位置 xにおけ

るエネルギー密度であると解釈できるので（xで積分してエネルギーになるから），それを，

ϵ(t, x) ≡ T

2

{
1

c2

[
∂

∂t
u(t, x)

]2
+

[
∂

∂x
u(t, x)

]2}
, (329)

78



13.4 エネルギーの流れ：連続の方程式 ∗ 13 一次元の波

のように定義しておこう．ϵ(t, x)を tで偏微分すると，

∂

∂t

ϵ(t, x)

T
=

1

c2

[
∂

∂t
u(t, x)

] [
∂2

∂t2
u(t, x)

]
+

[
∂

∂x
u(t, x)

] [
∂2

∂t∂x
u(t, x)

]
,

=

[
∂

∂t
u(t, x)

] [
∂2

∂x2
u(t, x)

]
+

[
∂

∂x
u(t, x)

] [
∂2

∂t∂x
u(t, x)

]
, (波動方程式),

=
∂

∂x

{[
∂

∂t
u(t, x)

] [
∂

∂x
u(t, x)

]}
≡ − ∂

∂x

jϵ(t, x)

T
, (330)

により，エネルギー流 jϵ(t, x)が定義できる：

jϵ(t, x) ≡ −T
[
∂

∂t
u(t, x)

] [
∂

∂x
u(t, x)

]
. (331)

jϵ(t, x)は単位時間あたり位置 xに左から右に流れているエネルギーである．式 (330)は連続の方程式：

∂

∂t
ϵ(t, x) +

∂

∂x
jϵ(t, x) = 0, (332)

の形をしている．連続の方程式は物理学の中で種々の保存則を表す超重要な方程式なので覚えておいて損はな

いはずである．以下のように，x微分を差分に置き換えると物理描像が理解しやすい．微小区間 [x, x +∆x]

を考えると，その区間のエネルギーは ϵ(t, x)∆xである．微小時間 ∆tの間にその区間のエネルギーが変化し

たとすると，その変化量 ∆ϵは

∆ϵ = ∆x
[
ϵ(t+∆t, x)− ϵ(t, x)

]
, (333)

と表される．一方，∆tの間に xの左側から流れ込んできたエネルギーは jϵ(t, x)∆t，x+∆xの右側に逃げて

いったエネルギーは jϵ(t, x+∆x)∆tなので，差し引き溜まったエネルギー ∆ϵ′ は

∆ϵ′ = ∆t
[
jϵ(t, x)− jϵ(t, x+∆x)

]
, (334)

である．エネルギーが保存されていれば二つの見積もり ∆ϵと ∆ϵ′ は等しくなければいけない．つまり，

∆ϵ = ∆ϵ′ −→ ϵ(t+∆t, x)− ϵ(t, x)
∆t

=
jϵ(t, x)− jϵ(t, x+∆x)

∆x
, (335)

が成立しなければならない．式 (335)において，∆t, ∆x→ 0の極限をとれば，連続の方程式 (332)が導かれ

ることがわかる．この様子を図 39に示しておく．

ε(t+Δt,x)ε(t,x)

=
x x+Δx

=

jε(t,x)

jε(t,x+Δt)

図 39 連続の方程式の概念図．ϵ(t, x)の増分は流れ込んできたエネルギーと出て行ったエネルギーの差に等しい．
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♠ 例 32：u(t, x) = A cos(kx− kct)の波
簡単な例として，u(t, x) = A cos(kx− kct)の波を考えよう．定義に従って，ϵ(t, x)と jϵ(t, x)を計算すると，

ϵ(t, x) =
T

2
A2
[
k2 sin2(kx− kct) + k2 sin2(kx− kct)

]
= TA2k2 sin2(kx− kct),

jϵ(t, x) = −TA2
[
− kc sin(kx− kct)

][
− k cos(kx− kct)

]
= −TA2k2c cos2(kx− kct),

であることがわかる．それぞれ微分して，

∂

∂t
ϵ(t, x) = −2TA2k3c sin(kx− kct) cos(kx− kct),

∂

∂x
jϵ(t, x) = 2TA2k3c cos(kx− kct) sin(kx− kct),

を得る．両辺をたすと，確かに連続の方程式 (332)が成立していることが確認できる．

♠ 例 33：二つの媒質境界における境界条件

13.3 節で扱った，二つの媒質境界における境界条件 (321) とエネルギー流 jϵ の関係を調べてみよう．境界

x = 0では，入射波 u0 が運んできたエネルギーの一部が x > 0の透過波 v2 に渡されている（残りは反射波

v1 にいく）．この流量 jϵ(t, 0)は両側で同じ値になる必要がある．

jϵ(t,−0) = −
{
T−

∂

∂t
[u0(t,−0) + v1(t,−0)]

}
∂

∂x

[
u0(t, x) + v1(t, x)

]
x=−0

, (336)

jϵ(t,+0) = −
{
T+

∂

∂t
v2(t,+0)

}
∂

∂x
v2(t, x)

∣∣∣
x=+0

, (337)

であり，張力が両側で等しい (T+ = T−)こと，および変位が任意の時刻で等しい条件 (320)を用いると {}は
両側で等しいことがわかる．よって，両側で流量が等しいという条件は，

jϵ(t,−0) = jϵ(t,+0) −→ ∂

∂x

[
u0(t, x) + v1(t, x)

]
x=−0

=
∂

∂x
v2(t, x)

∣∣∣
x=+0

, (338)

という二つ目の境界条件 (321)と等価であることがわかる．

♠ 例 34：二つの媒質境界における反射波と透過波のエネルギー

再び 13.3節で扱った，二つの媒質境界における反射と透過の問題を考える．時間が充分に経過した後，系に

は x > 0に透過波 v2，x < 0に反射波 v1 が存在するだけである．この時の全エネルギーは式 (327)を用いる

と以下に示すように計算できる．まず，v1，v2 によるエネルギー密度 ϵ1，ϵ2 は，

ϵ1(t, x)

T
=

1

2

{
1

c21

[
∂

∂t
v1(x+ c1t)

]2
+

[
∂

∂x
v1(x+ c1t)

]2}
=

[
∂

∂x
v1(x+ c1t)

]2
=

(
c1 − c2
c1 + c2

)2 [
∂

∂x
u0(−x− c1t)

]2
,

ϵ2(t, x)

T
=

1

2

{
1

c22

[
∂

∂t
v2(x− c2t)

]2
+

[
∂

∂x
v2(x− c2t)

]2}
=

[
∂

∂x
v2(x− c2t)

]2
=

(
2c2

c1 + c2

)2 [
∂

∂x
u0

(
c1
c2

(x− c2t)
)]2

,
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のように u0 を用いて書き表される．最後の等号は式 (327) を用いた．t が充分に大きいという仮定より，

ϵ1(t, x)を −∞ < x < 0で積分すれば，反射波の持つエネルギーが得られる．同様に，ϵ2(t, x)を 0 < x <∞
で積分すれば，透過波の持つエネルギーが得られる．前者は，∫ 0

−∞

ϵ1(t, x)

T
dx =

(
c1 − c2
c1 + c2

)2 ∫ 0

−∞
dx

[
∂

∂x
u0(−x− c1t)

]2
=

(
c1 − c2
c1 + c2

)2 ∫ ∞
0

dx′
[
∂

∂x′
u0(x

′ − c1t)
]2
,

(339)

であり（最後の等号は x′ = −xと変数変換），後者は，∫ ∞
0

ϵ2(t, x)

T
dx =

(
2c2

c1 + c2

)2 ∫ ∞
0

dx

[
∂

∂x
u0

(
c1
c2

(x− c2t)
)]2

=

(
2c2

c1 + c2

)2
c1
c2

∫ ∞
0

dx′
[
∂

∂x′
u0(x

′ − c1t)
]2
,

(340)

と変形できる（最後の等号は x′ = c1x/c2 と変数変換）．よって，二つをたすと，∫ 0

−∞

ϵ1(t, x)

T
dx+

∫ ∞
0

ϵ2(t, x)

T
dx =

[(
c1 − c2
c1 + c2

)2

+
4c1c2

(c1 + c2)2

]∫ ∞
0

dx′
[
∂

∂x′
u0(x

′ − c1t)
]2
,

=

∫ ∞
0

dx′
[
∂

∂x′
u0(x

′ − c1t)
]2

=

∫ ∞
−c1t

dx

[
∂

∂x
u0(x)

]2
, (341)

となる．最後の表式は初期状態 t = 0における進行波のエネルギー（を T でわったもの）に他ならない．t = 0

では，問題の設定より x > 0の積分領域は進行波の変位が 0なので寄与しない．また，−c1tから 0までの積

分は進行波の振幅が有限になる範囲を充分に含んでいることも明らかである (c1tという量は境界がなければ

u0 が動いた距離に等しい)．以上から，初期状態の進行波の持っていたエネルギーは過不足なく反射波と透過

波に受け渡っていることが確認できる．

最後に，充分に時間が経過した後 (t = ∞)において透過波の持つエネルギーは，境界 x = 0を左から右に

流れたエネルギー流 jϵ(t, x = 0) を t = −∞ から∞ で積分したものであることを確認しよう．式 (336) と

(337)のどちらを用いても良いが，式 (337)を用いるほうが簡単だろう（項が少ないから）．式 (327)を用い

ると，

jϵ(t,+0) = −T ∂v2(−c2t)
∂t

∂v2(x− c2t)
∂x

∣∣∣∣
x=+0

= −T
(

2c2
c1 + c2

)2
∂u0(−c1t)

∂t

∂u0

(
c1
c2
(x− c2t)

)
∂x

∣∣∣∣∣
x=+0

(342)

以下の関係に注意すると．

∂u0

(
c1
c2
x− c1t

)
∂x

∣∣∣∣∣
x=+0

= − 1

c2

∂u0

(
c1
c2
x− c1t

)
∂t

∣∣∣∣∣
x=+0

= − 1

c2

∂u0 (−c1t)
∂t

, (343)

tで積分して，以下を得る：∫ ∞
−∞

dtjϵ(t,+0) =
T

c2

(
2c2

c1 + c2

)2 ∫ ∞
−∞

dt

(
∂u0(−c1t)

∂t

)2
−c1t=y−−−−−→ T

4c1c2
(c1 + c2)2

∫ ∞
−∞

dy

(
∂u0(y)

∂y

)2

.(344)

式 (341) を見れば，y 積分は初期エネルギーに等しく，因子 4c1c2/(c1 + c2)
2 かけたものは透過波のエネル

ギー (340)に等しいので，確かに∫ ∞
−∞

dtjϵ(t,+0) = T
4c1c2

(c1 + c2)2

∫ ∞
−∞

dy

(
∂u0(y)

∂y

)2

=

∫ ∞
0

ϵ2(t→∞, x)dx, (345)

となっていることが確認できる．
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付録 A 実対称行列の対角化

6節ででてきた様に，任意の実対称行列は実直交行列 Û を用いて対角化可能であり，その対角成分の値（固

有値）は実数である.*9 剛体における「主軸」の概念は線型代数学におけるこの実対称行列の性質から保証さ

れている．つまり，必ず慣性モーメントテンソルの非対角成分が 0になる様な座標系が存在するのである．こ

の付録では実対称行列 Î の固有値，固有ベクトルについて説明する．

A.1 固有方程式と固有値

対角化とは具体的には，固有値 λに対する固有方程式：

Îv = λv, (346)

を満たす λと固有ベクトル v を求めることである．

まず，実対称行列の固有値 λが実数であることを示そう．Îx = λxであるとき x∗ との内積をとると，∑
µν

(x∗)µ(Î)µν(x)ν = λ
∑
µ

(x∗)µ(x)µ = λ|x|2, (347)

となる．ここで，(x)µ はベクトル xの µ成分である．両辺の複素共役をとると，

λ∗|x|2 =
∑
µν

(x)µ(Î)
∗
µν(x

∗)ν
Îは実対称−−−−−→

∑
µν

(x)µ(Î)νµ(x)
∗
ν

µ↔ν−−−→
∑
µν

(x∗)µ(Î)µν(x)ν
式 (347)−−−−−→ λ|x|2.

よって，λ = λ∗ となり，λは実数であることがわかる．成分の掛け算の和として書いておけば，「成分」は行

列やベクトルではなくただの数なのだから，
∑
µν

(x)µ(Î)νµ(x)
∗
ν =

∑
µν

(x)∗ν(Î)νµ(x)µ の様に順番を入れ替え

ても良いことに注意する．

A.2 固有ベクトルの直交性

もうひとつの重要な性質として，実対称行列の異なる固有値の固有ベクトルは直交する，というものがあ

る.*10今，二つの異なる固有値の固有ベクトルが以下のように求まったとする：

Îx = λx, Îx′ = λ′x′. (348)

式 (348)の第一式の両辺それぞれと x′∗ の内積，第二式の両辺それぞれと x∗ の内積をとると，∑
µν

(x′)∗µ(Î)µν(x)ν = λ
∑
µ

(x′)∗µ(x)µ,
∑
µν

(x)∗µ(Î)µν(x
′)ν = λ′

∑
µ

(x)∗µ(x
′)µ, (349)

となる．式 (349)の第二式の複素共役は，λ′ が実数で Î が実対称行列であることを思い出すと，

λ′
∑
µ

(x)µ(x
′)∗µ =

∑
µν

(x)µ(Î)µν(x
′)∗ν

µ↔ν−−−→
∑
µν

(x)ν(Î)µν(x
′)∗µ = λ

∑
µ

(x′)∗µ(x)µ, (350)

*9量子力学ではエルミート行列H = H† は実固有値をもち，ユニタリ行列 U−1 = U† で対角化できる，という性質を専ら使用する．
証明はほとんどここでの流れと同じである．最近では非エルミート量子力学というのもある．

*10一般の行列では直交までは言えないが一次独立である．
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である．最後の等号は式 (348)の第一式を用いた．よって，

λ′
∑
µ

(x)µ(x
′)∗µ = λ

∑
µ

(x′)∗µ(x)µ −→ (λ− λ′)
∑
µ

(x′)∗µ(x)µ = 0 −→ x′∗ · x = 0, (351)

となり，二つの異なる固有値 (λ ̸= λ′)に対応する固有ベクトルが直交することがわかる．

ちなみに，Î が実対称行列であれば，固有ベクトルは常に実数にとることができる．これは，もし xが虚部

を含んでいるとき，

Îx = λx,
複素共役−−−−−→ Îx∗ = λx∗, (352)

なので，x∗ の固有値も λである．よって，新しい固有ベクトルを，

y+ ≡
1√
2
(x+ x∗), y− ≡

−i√
2
(x− x∗), (353)

と定義すれば，y± は互いに直交する実ベクトルであり，固有値はともに λである．

A.3 実直交行列

次に実直交行列を説明しておこう．実直交行列とは，行列 Û を互いに直交する実数を成分とする縦ベクト

ル u1, u2, · · · を並べて作ることができる行列で，m×m行列とすると，

Û =
(
u1 u2 · · · um

)
, ui · uj = δij , (354)

と書ける．Û の行と列を入れ替えた転置行列 ÛT は，

ÛT =


uT
1

uT
2

·
·

uT
m

 , (355)

となるので，ÛT Û は，

ÛT Û =


uT
1

uT
2

·
·

uT
m

(u1 u2 · · · um

)
=


u1 · u1 u1 · u2 · · · u1 · um

u2 · u1 u2 · u2 · · · u2 · um

· · · · · ·
· · · · · ·

um · u1 u2 · u2 · · · um · um

 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · ·
· · · · · ·
0 0 · · · 1

 = 1̂,

(356)

のように単位行列 1̂になる．Û = Û(ÛT Û) = (Û ÛT )U なので，Û ÛT = 1̂も成立する．よって，ÛT = Û−1

となることがわかる．

A.4 対角化の計算の流れ

実際の対角化はルーチン作業で，以下のようにすれば良い，式 (346)より，

(Î − λ1̂)v = 0, (357)

が成立しているので，v ̸= 0の解が存在するためには，式 (357)の左辺の (Î − λ1̂)は逆行列をもってはいけ
ない．逆行列が存在しないための必要十分条件はその行列の行列式が 0であることである．つまり，

∆ = det(Î − λ1̂) = 0, (358)
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である．式 (358)は λに関する m次方程式になっているから，原理的には λ = λ1, λ2, · · · , λm のように m

個の固有値が求まる．得られた固有値 λi それぞれについて，式 (346)に代入し，連立方程式：

Îvi = λivi, (359)

を解いて，固有ベクトル vi を求めれば良い．ここで，固有方程式である連立方程式 (359)は両辺に同じ定数を

かけても成立するので，固有ベクトル vi は定数陪を除いてしか決まらない．後々の為に，vi ·vi = 1にしてお

くと便利であり，これを規格化とよぶ．また，異なる固有値の固有ベクトルは直交することから，vi · vj = δij

となる．この関係は計算の確認に用いることができる．もし，複数の固有値が同じ値になっている場合 (これ

を縮退とよぶ)も必ず直交するように vi を作るようにしないといけない（実対称行列の場合はこれが常に可

能である）．

以上が，対角化のルーチンであり，よほどのことがない限り，初学者でもこの作業は理解できると思う．

A.5 基底変換

次に，実対称行列は実直交行列 Û を用いて対角化できる，というところの実直交行列 Û は何なのかを説明

しよう．式 (346)に左から Û−1 をかけ，上記の直交行列の性質 Û Û−1 = Û ÛT = 1̂を用いると，

Û−1ÎÛ Û−1v = λÛ−1v, (360)

となる．ここで，Û を先ほど求めた規格化された固有ベクトル vi で構成する：

Û =
(
v1 v2 · · · vm

)
, vi · vj = δij . (361)

ÎÛ を計算すると，

ÎÛ =
(
Îv1 Îv2 · · · Îvm

)
=
(
λ1v1 λ2v2 · · · λmvm

)
, (362)

となる．ここで，(359)を用いている．左から Û−1 = ÛT をかけると，

ÛT ÎÛ =


vT
1

vT
2

·
·

vT
m

(λ1v1 λ2v2 · · · λmvm

)
=


λ1v1 · v1 λ2v1 · v2 · · · λmv1 · vm

λ1v2 · u1 λ2v2 · v2 · · · λmv2 · vm

· · · · · ·
· · · · · ·

λ1vm · v1 λ2v2 · v2 · · · λmvm · vm

 . (363)

よって，

ÛT ÎÛ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
· · · · · ·
· · · · · ·
0 0 · · · λm

 = diag(λ1, λ2, · · · , λm), (364)

を得る．式 (360)で，

v′ = Û−1v = ÛTv, (365)

とおくと，

ÛT ÎÛv′ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
· · · · · ·
· · · · · ·
0 0 · · · λm

v′, (366)
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である．固有値 λ1 に対する固有ベクトルは v′ = (1, 0, 0, · · · , 0)T , 固有値 λ2 に対する固有ベクトルは

v′ = (0, 1, 0, · · · , 0)T , · · ·，固有値 λm に対する固有ベクトルは v′ = (0, 0, · · · , 1)T , となる．ここで混乱する
ことが多いが，元々の固有ベクトル vi とこれらの v′ はどう関係するのか？定義式 (365)より，

v = Ûv′ =
(
v1 v2 · · · vm

)
v′, (367)

であることを思い出せば，例えば，v′ = (1, 0, 0, · · · , 0)T を式 (367)に代入すると，

v =
(
v1 v2 · · · vm

)

1
0
·
·
0

 = v1, (368)

となり，確かに，v′ = (1, 0, 0, · · · , 0)T のときは，固有ベクトル v1 になり，固有値が λ1 になることも合致し

ている．同様にすると，v′ = (0, 1, 0, · · · , 0)T のときは v = v2, · · ·，v′ = (0, 0, · · · , 1)T のとき v = vm と

なることが示される．

これはどういうことか？実は vと v′ の世界は座標系が異なっているのである．以下では少し回りくどいが，

座標系を回転する，という立場でもう一度考えてみよう．簡単のため，一般論はやめて，慣性モーメントテン

ソルの場合の 3成分のベクトルを考えよう．v → ω = (ωx, ωy, ωz)，v′ → ω′ = (ω′x, ω
′
y, ω
′
z)，とおく．最初，

勝手にとった 3次元の直交座標の単位ベクトルを x̂, ŷ, ẑ とおくと，

x̂ =

1
0
0

 , ŷ =

0
1
0

 , ẑ =

0
0
1

 , ω =

ωx

ωy

ωz

 = ωxx̂+ ωy ŷ + ωz ẑ, (369)

であり，慣性モーメントテンソル Î は非対角項が有限になっているとする（つまり，x̂, ŷ, ẑ の方向は主軸に

なっていない）．簡単のために Î を具体的に，

Î =

 I I ′ 0
I ′ I 0
0 0 Iz

 , (370)

であると仮定しよう．ここで，z 軸まわりに座標系を角度 θ だけ回転し，新しい直交座標系の単位ベクトルを

x̂′, ŷ′, ẑ′ とかくと，

x̂′ = cos θx̂+ sin θŷ =

cos θ
sin θ
0

 , ŷ′ = − sin θx̂+ cos θŷ =

− sin θ
cos θ
0

 , ẑ′ = ẑ =

0
0
1

 , (371)

と関係していることがわかる．式 (371)を逆に解けば，

x̂ = cos θx̂′ − sin θŷ′, ŷ = sin θx̂′ + cos θŷ′, ẑ = ẑ′, (372)

となる．式 (372)を式 (369)の ω に代入して，

ω = (ωx cos θ + ωy sin θ)x̂
′ + (−ωx sin θ + ωy cos θ)ŷ

′ + ωz ẑ
′ ≡ ω′xx̂′ + ω′y ŷ

′ + ω′z ẑ
′. (373)

ここで，ω′x,y,z は新しい座標系での ω のそれぞれの軸に対応する成分である．Îω を計算すると，

Îω = ω′xÎ

cos θ
sin θ
0

+ ω′y Î

− sin θ
cos θ
0

+ ω′z Î

0
0
1

 , (374)
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であり，θ = π/4(もしくは 3π/4でも同じ)の時，x̂′ と ŷ′ は固有ベクトルになる： I I ′ 0
I ′ I 0
0 0 Iz

 1√
2

1
1
0

 = (I + I ′)
1√
2

1
1
0

 ,

 I I ′ 0
I ′ I 0
0 0 Iz

 1√
2

−11
0

 = (I − I ′) 1√
2

−11
0

 . (375)

よって，θ = π/4のとき，

Îω = (I + I ′)
ω′x√
2

1
1
0

+ (I − I ′)
ω′y√
2

−11
0

+ Izω
′
z

0
0
1

 = (I + I ′)ω′xx̂
′ + (I − I ′)ω′y ŷ′ + Izω

′
z ẑ
′, (376)

となることがわかる．ここで，x̂′, ŷ′, ẑ′ が，

x̂′ =

1
0
0

 , ŷ′ =

0
1
0

 , ẑ′ =

0
0
1

, (377)

と見えるような座標系をとれば，Î は対角的に見える：I + I ′ 0 0
0 I − I ′ 0
0 0 Iz

. (378)

ただし，この行列 Î の基底は元の行列 (370)の基底 x̂, ŷ, ẑ と全く異なることに注意すること．以降，基底が

x̂′，ŷ′，ẑ′ で書かれている量を赤で表示するようにする*11．もし，

ŷ′ =

1
0
0

 , ẑ′ =

0
1
0

 , x̂′ =

0
0
1

, (379)

の様に新しい座標系をとった場合 (青で表示しよう)，Î は，I − I ′ 0 0
0 Iz 0
0 0 I + I ′

, (380)

となる (“x”だからと言って最初に来る必要はない)．式 (377)に対応する直交行列 Û は元の座標で固有ベク

トルを並べた形：

Û =
(
x̂′, ŷ′, ẑ′

)
=

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

 (← 赤字ではないのでx̂′等は式 (371)で与えられる), (381)

であり，以下のように座標系を z 軸まわりに（z =∞からみて時計回りに）角度 θだけ回転する作用がある：

Û x̂′ =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

1
0
0

 =

cos θ
sin θ
0


︸ ︷︷ ︸

この計算は色が赤だろうがなんだろうが同じ

= x̂′, Û ŷ′ =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

0
1
0

 =

− sin θ
cos θ
0


︸ ︷︷ ︸

この計算も色が赤だろうがなんだろうが同じ

= ŷ′,

(382)

*11色をつけるというのはもちろんこのノートでの特別な表記である．
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式 (382) は，Û を赤いベクトルに作用させると元の座標系でのベクトルに変換する，ということを意味す

る．*12 Îω もベクトルには変わらないので，Û の作用によって元の座標のベクトル Îω に変換される：

Û Îω = Û

I + I ′ 0 0
0 I − I ′ 0
0 0 Iz

ÛT Û(ω′xx̂
′ + ω′y ŷ

′ + ω′z ẑ
′),

=

 I I ′ 0
I ′ I 0
0 0 Iz

 (ω′xx̂
′ + ω′y ŷ

′ + ω′z ẑ
′),

= Î(ωxx̂+ ωy ŷ + ωz ẑ),

= Îω. (384)

ω′xx̂
′ + ω′y ŷ

′ + ω′z ẑ
′ = ωxx̂ + ωy ŷ + ωz ẑ = ω であることに留意すること [式 (373)]．式 (384) に左から

ÛT = Û−1 をかけると (ÛT ÎÛ)(ÛTω) = Îω のように対角化されることがわかる．

以上から，対角化は座標系を新しいものにとって，基底 (ここでは単位ベクトル)を変換することであるこ

とがわかる．数学的には 3× 3の任意の実直交行列は 3次元空間での回転（反転や鏡映を含む）を表す．この

ような行列の「集まり」は「群」をなし，O(3)群 (Oは “orthogonal”)と呼ばれる．行列式が 1の直交行列は

純粋な回転を表し，SO(3)群と呼ばれる (Sは “special”)．群を記述する数学を群論とよび，素粒子から物性

まで幅広い分野で用いられる重要な概念になっている．

♠ 例 35：式 (379)の場合の Û

赤の単位ベクトルの「順番」を変えただけだが，理解できない人が多いので確認してほしい．Û は (ŷ′ ẑ′ x̂′)

の順に並べないといけない：

Û =

− sin θ 0 cos θ
cos θ 0 sin θ
0 1 0

 . (385)

こうしておかないと，ÛT ÎÛ = Î とした時の I11, I22, I33 がそれぞれ ŷ′, ẑ′, x̂′ 方向の慣性モーメントに対

応しないことになってしまう (確認せよ)．

♠ 例 36：もう少し直感的な見方

対角化をもう少し直感的に理解するために，xy 面上の任意の形状の薄い板の慣性モーメントテンソルを考え

よう．Izx = Iyz = 0となるので，以下の 2×2行列を考えれば十分である．

Î =

(
Ixx Ixy
Ixy Iyy

)
=

∫
dxdyρ(x, y)

(
y2 −xy
−xy x2

)
=

1

2

∫
dxdyρ(x, y)(x2 + y2)

(
1 0
0 1

)
− 1

2

∫
dxdyρ(x, y)

(
x2 − y2 2xy
2xy −x2 + y2

)
(386)

のように分解できるので，2次元極座標を用いると，r2 = x2 + y2 より

Î =
1

2

∫
drr3

∫
dθρ(r, θ)

(
1 0
0 1

)
− 1

2

∫
drr3

∫
dθρ(r, θ)

(
cos(2θ) sin(2θ)
sin(2θ) − cos(2θ)

)
(387)

*12式 (382)の関係は，色を無視して，座標軸の回転ではなくベクトルそのものを回転させる，という風に解釈することもできる：

Û x̂ = x̂′, Û ŷ = ŷ′, Û ẑ = ẑ′. (383)
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r 積分を実行した「密度もどき」の量

g(θ) ≡ 1

2

∫
drr3ρ(r, θ) (388)

を用いると，

Î =

∫ 2π

0

dθg(θ)

(
1 0
0 1

)
−
∫ 2π

0

dθg(θ)

(
cos(2θ) sin(2θ)
sin(2θ) − cos(2θ)

)
(389)

のように表すことができる．ここで非対角項の積分について考える．sin(2θ)は π/2毎に符号を変える関数で

あることを考慮すると，

−Ixy =

∫ 2π

0

dθg(θ) sin(2θ) (390)

=

∫ π/2

0

dθg(θ)| sin(2θ)| −
∫ π

π/2

dθg(θ)| sin(2θ)|+
∫ 3π/2

π

dθg(θ)| sin(2θ)| −
∫ 2π

3π/2

dθg(θ)| sin(2θ)|

(391)

と書ける．第一項と第三項 (第一，三象限の積分)は正，第二項，第四項 (第二，四象限の積分)は負の寄与を

与えることがわかる．これらがちょうどキャンセルする場合が慣性乗積の消失する場合になる．対角化は座標

の回転だということを学んだので，xy 面内に角度 π/2回転したとき，つまり x′ = y, y′ = −xとしたときに
この積分がどうなるかを見てみよう．新しい極座標 (x′ 軸からの角度を θ′ とする)を用いると，

−I ′xy =

∫ 2π

0

dθ′g′(θ′) sin(2θ′) =

[∫ π/2

0

dθ′ −
∫ π

π/2

dθ′ +

∫ 3π/2

π

dθ′ −
∫ 2π

3π/2

dθ′

]
g′(θ′)| sin(2θ′)| (392)

となるが，g′(θ′) = g(θ′ + π/2)を考慮して，積分変数を θ′′ = θ′ + π/2で書くと，

−I ′xy =

[∫ π

π/2

dθ′′ −
∫ 3π/2

π

dθ′′ +

∫ 2π

3π/2

dθ′′ −
∫ 5π/2

2π

dθ′′

]
g(θ′′)| sin(2θ′′)| (393)

であり，最後の項の積分範囲は 0 ∼ π/2と書けるので結局

−I ′xy = −

[∫ π/2

0

dθ′′ +

∫ π

π/2

dθ′′ −
∫ 3π/2

π

dθ′′ +

∫ 2π

3π/2

dθ′′

]
g(θ′′)| sin(2θ′′)| = Ixy (394)

であることがわかる．つまり，π/2回転した座標系で慣性乗積を計算すると元のものと符号が異なるというこ

とになる．このことは図 40を見れば明らかである．よって，回転角が π/2までのどこかで必ず慣性乗積が消

失する角度が存在するということが言える．

角度 φの回転を表す直交行列 Ûφ を用いると回転後の新しい座標系での慣性モーメントテンソルは

Î ′ =T ÛφÎÛφ =

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
Î

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
(395)

=

∫ 2π

0

dθg(θ)

(
1 0
0 1

)
−
∫ 2π

0

dθg(θ)

(
cos(2θ − 2φ) sin(2θ − 2φ)
sin(2θ − 2φ) − cos(2θ − 2φ)

)
(396)

となるので，慣性乗積が消失する条件は

0 =

∫ 2π

0

dθg(θ) sin(2θ − 2φ)→ tan(2φ) =

∫ 2π

0
dθg(θ) sin(2θ)∫ 2π

0
dθg(θ) cos(2θ)

(397)
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である．tan(2φ) の関数形から，確かに φ の解が 0 ≤ |φ| ≤ π/4 に一つ存在することがわかる．また，

|φ| ≥ π/4 の領域は考える必要はない．これは主軸を決めた時にどちらを正にとるかの自由度に対応してい

る．またこの時，式 (397)の右辺の分母分子各々が正の場合であれば，0 < φ < π/4であり，

cos(2φ) =

∫ 2π

0
dθg(θ) cos(2θ)√(∫ 2π

0
dθg(θ) cos(2θ)

)2
+
(∫ 2π

0
dθg(θ) sin(2θ)

)2 , (398)

sin(2φ) =

∫ 2π

0
dθg(θ) sin(2θ)√(∫ 2π

0
dθg(θ) cos(2θ)

)2
+
(∫ 2π

0
dθg(θ) sin(2θ)

)2 . (399)

となるので，∫ 2π

0

dθg(θ) cos(2θ − 2φ) =

∫ 2π

0

dθg(θ)[cos(2θ) cos(2φ) + sin(2θ) sin(2φ)] (400)

=

√(∫ 2π

0

dθg(θ) cos(2θ)

)2

+

(∫ 2π

0

dθg(θ) sin(2θ)

)2

(401)

を得る．この結果から得られる固有値は直接対角化したものと当然一致している．式 (397)の右辺の分母分子

の符号の組み合わせによって，全体に負符号が付く場合もある．これは，式 (396)の右辺第二項の２種の対角

成分に符号が反対のものが存在することに対応している．

g(θ)

sin(2θ)

π/2 3π/2 2ππ0 θ
π/2 3π/2 2ππ0

0

sin(2θ')

θ'

x

y

O

θ

θ'

(a) (b)

図 40 (a) g(θ)，sin(2θ)(緑)と sin(2θ′)(オレンジ)の θ(θ′)依存性．(b) 剛体の各領域で sin(2θ)の正負

を色分けした図．緑：sin(2θ) > 0， オレンジ：sin(2θ) < 0．sin(2θ′)の場合は逆になる．

89



付録 B 積分公式

付録 B 積分公式

B.1 ガウス積分

次の積分をガウス積分とよび，物理での応用上重要な積分である：

I(a) =

∫ ∞
−∞

dxe−ax
2

=

√
π

a
, (a > 0). (402)

証明には I2(a)を考えれば良い：

I2(a) =

∫ ∞
−∞

dxe−ax
2

∫ ∞
−∞

dye−ay
2

=

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dye−a(x
2+y2). (403)

二次元の極座標を用いて積分すると，

I2(a) =

∫ ∞
0

rdr

∫ 2π

0

dθe−ar
2

= 2π

∫ ∞
0

re−ar
2

dr = −π
a

∫ ∞
0

d

dr
e−ar

2

dr,

= −π
a

[
e−ar

2
]∞
0

= −π
a
(0− 1) =

π

a
. (404)

明らかに I(a) > 0なので I(a) =

√
π

a
が示された．

応用として，n, k が正の整数の時，

In(a) =

∫ ∞
−∞

dxxne−ax
2

=

{
0 (n = 2k − 1),√

π
a2k+1

(2k−1)!!
2k

(n = 2k),
(405)

という関係も示すことができる．ここで，(2k− 1)!! ≡ (2k− 1)(2k− 3)(2k− 5) · · · 5 · 3 · 1である．nが奇数
の時は被積分関数が奇関数になるので明らかに 0になる．n = 2k (k: 正の整数) の場合，式 (402)を aで k

回微分すれば良い：

(−1)k d
k

dak
I(a) = (−1)k

∫ ∞
−∞

dx
dk

dak
e−ax

2

=

∫ ∞
−∞

dxx2ke−ax
2

= I2k(a) (406)

である．一方，式 (402)の右辺を用いると，

(−1)k d
kI(a)

dak
= (−1)k d

k

dak
√
πa−

1
2 =
√
π(−1)k

(
−1

2

)(
−3

2

)(
−5

2

)
· · ·
(
−2k − 1

2

)
a−

2k+1
2 ,

=

√
π

a2k+1

(2k − 1)!!

2k
.

よって，式 (405)が示された．
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B.2 フーリエ積分

以下の積分はフーリエ級数の計算に有用である：∫ π

−π
sin(mx) cos(nx)dx = 0,∫ π

−π
cos(mx) cos(nx)dx = πδmn,∫ π

−π
sin(mx) sin(nx)dx = πδmn,∫ π

−π
cos(nx)dx = 2πδn0,∫ π

−π
sin(nx)dx = 0.

例えば， 式 (272)の両辺に cos(nx)をかけて x = −π から x = π まで積分すると，∫ π

−π
cos(nx)f(x)dx =

a0
2

∫ π

−π
dx cos(nx) +

∞∑
m=1

[
am

∫ π

−π
cos(mx) cos(nx)dx+ bm

∫ π

−π
cos(mx) sin(nx)dx

]
,

= πa0δn0 + π

∞∑
m=1

(amδmn + bm · 0) = πan,

となる．x→ π
l xと変数変換すれば，∫ l

−l
sin
(mπx

l

)
cos
(nπx

l

)
dx = 0,∫ l

−l
cos
(mπx

l

)
cos
(nπx

l

)
dx = 2

∫ l

0

cos
(mπx

l

)
cos
(nπx

l

)
dx = lδmn,∫ l

−l
sin
(mπx

l

)
sin
(nπx

l

)
dx = 2

∫ l

0

sin
(mπx

l

)
sin
(nπx

l

)
dx = lδmn,∫ l

−l
cos
(nπx

l

)
dx = 2

∫ l

0

cos
(nπx

l

)
dx = 2lδn0,∫ l

−l
sin
(nπx

l

)
dx = 0.

などの関係式が得られる．
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