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1 量子力学の基礎とブラ・ケット記法
1.1 波動関数の性質
質量mの粒子の空間 1次元の量子力学：波動関数が系の状態を表す。

ψ(x, t) ∈ C (1)

x ∈ R：粒子の位置座標、t ∈ R：時間
|ψ(x, t)|2は時刻 tに座標 xに粒子が存在する確率密度
演算子：波動関数に作用して別の波動関数にする。Ôが演算子のとき、Ôψ(x, t)も波動関数。
座標 xと運動量 pの演算子（座標表示）と交換関係（演習問題参照）

x̂ = x, p̂ = −iℏ ∂
∂x
, [x̂, p̂] = x̂p̂− p̂x̂ = iℏ (2)

シュレディンガー方程式：波動関数の時間発展（ある時刻の ψから微小時間後の ψが分かる）

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
= Ĥψ(x, t) (3)

ハミルトニアン Ĥ：エネルギーに対応する演算子

Ĥ =
p̂2

2m︸︷︷︸
運動項

+ V (x̂, t)︸ ︷︷ ︸
ポテンシャル項

(4)

運動項はいつも同じ、ポテンシャル項によって問題が設定される（井戸型、調和振動子など）。
重ね合わせの原理：ψa(x, t), ψb(x, t)が (3)の解なら、線形結合ψ(x, t)も (3)を満たす（演習問題）。

ψ(x, t) = caψa(x, t) + cbψb(x, t), ca, cb ∈ C (5)

内積：2つの波動関数 ψa(x, t), ψb(x, t)に対して（順番は重要）

(ψa, ψb) =

∫
dx ψ∗

a(x, t)ψb(x, t) ∈ C (6)

同じ波動関数の内積は非負実数

(ψ, ψ) =

∫
dx ψ∗(x, t)ψ(x, t) =

∫
dx |ψ(x, t)|2 = N ≥ 0 (7)

規格化：内積が 1になるように定数倍（確率密度の x積分が 1）

ψnorm(x, t) =
ψ(x, t)√

N
⇒ (ψnorm, ψnorm) = 1 (8)

期待値：演算子に対する観測量の平均値（規格化した波動関数で挟む）

⟨O⟩ = (ψnorm, Ôψnorm) =
(ψ, Ôψ)

(ψ, ψ)
(9)
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ポテンシャルが時間に依存しない V (x̂, t) = V (x̂)とき、式 (3)は変数分離 ψ(x, t) = ϕ(x)T (t)を用
いて以下のように解ける（演習問題）。

ψ(x, t) = ϕ(x) exp

(
−iEt

ℏ

)
(10)

Ĥϕ(x) = Eϕ(x) (11)

ϕ(x)は定常状態の波動関数、Eはエネルギー。内積、規格化は ψ(x, t)と同様に定義。
式 (11)は時間に依存しないシュレディンガー方程式、Ĥϕ(x)がϕ(x)に比例するので演算子 Ĥの固
有値方程式と呼ばれる。ϕ(x)が固有関数、エネルギーEが固有値。
演算子 Ôのエルミート共役 Ô†

(ψa, Ôψb) = (Ô†ψa, ψb) (12)∫
dx ψ∗

a(x, t)Ôψb(x, t) =

∫
dx[Ô†ψa(x, t)]

∗ψb(x, t) (13)

エルミート演算子：(ψa, Ôψb) = (Ôψa, ψb)を満たす Ô、Ô† = Ôと表記。
エルミート演算子の固有値は実数：観測量はエルミート演算子で表される。
演算子の積のエルミート共役は (ÂB̂)† = B̂†Â†（演習問題）

1.2 2次元複素ベクトル空間
波動関数の性質を議論する準備として、複素数を成分に持つ 2成分縦ベクトルを考える

a =

(
a1

a2

)
, a1, a2 ∈ C (14)

このようなベクトル全体 {a, b, · · · }の集合をC2と書き 2次元複素ベクトル空間と呼ぶ。
重ね合わせの原理：a, b ∈ C2のとき、それらの線形結合（係数 ca, cbは複素数）もC2に属する。

caa+ cbb =

(
caa1 + cbb1

caa2 + cbb2

)
∈ C2 (15)

内積：2つのベクトル a, bに対し（複素共役に注意）

(a, b) =
(
a∗1 a∗2

)(b1
b2

)
= a∗1b1 + a∗2b2 =

2∑
i=1

a∗i bi ∈ C (16)

(a, b) = 0と内積が 0になる 2つのベクトル aと bは直交するという。
演算子：成分が複素数の 2× 2行列、縦ベクトルにかけるとC2に属する縦ベクトルになる

Â =

(
A11 A12

A21 A22

)
, Âa =

(
A11 A12

A21 A22

)(
a1

a2

)
=

(
A11a1 + A12a2

A21a1 + A22a2

)
∈ C2 (17)
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演算子のエルミート共役：転置複素共役（演習問題）

(a, Âb) = (Â†a, b), Â† =

(
A∗

11 A∗
21

A∗
12 A∗

22

)
(18)

演算子 Âの固有値 λと固有ベクトル x（xに Âをかけたら自分自身の定数倍になる）

Âx = λx (19)

基底：互いに線形独立で、C2のベクトルを線形結合で表現できるベクトルの組、例えば

e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
(20)

はC2の直交基底。C2の任意のベクトルはこの基底を用いて展開できる。

a = a1e1 + a2e2 =
2∑
i=1

aiei (21)

ただし基底は一意的ではない。例えば以下の 2つも直交基底。

e′
1 =

1√
2

(
1

1

)
, e′

2 =
1√
2

(
1

−1

)
(22)

1.3 ブラ・ケット記法
縦ベクトルをケット |a⟩で、転置複素共役をとった横ベクトルをブラ ⟨a|で表す。

|a⟩ = a =

(
a1

a2

)
, ⟨a| = |a⟩† =

(
a∗1 a∗2

)
(23)

2つのベクトルの内積（ブラとケットの掛け算は数）

⟨a|b⟩ = (a, b) = a∗1b1 + a∗2b2 ∈ C, (24)

内積の性質

⟨b|a⟩ = b∗1a1 + b∗2a2 = (a∗1b1 + a∗2b2)
∗ = ⟨a|b⟩∗ (入れ替えると複素共役) (25)

⟨a|a⟩ = a∗1a1 + a∗2a2 =
∑
i

|ai|2 ≥ 0 (同じものの内積は非負実数) (26)

演算子 Âはケットに左から、ブラに右からかかる（行列とベクトルの掛け算）。
ブラケット記法での固有値方程式（演算子 Âの固有値 λと固有ベクトル |x⟩）

Â |x⟩ = λ |x⟩ (27)
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ケットとブラの掛け算は演算子（行列）

|a⟩ ⟨b| =

(
a1

a2

)(
b∗1 b∗2

)
=

(
a1b

∗
1 a1b

∗
2

a2b
∗
1 a2b

∗
2

)
(28)

基底 {|ei⟩} = {e1, e2}の規格直交性（自分自身との内積が 1で互いに直交）

⟨ei|ej⟩ = δij =

1 i = j

0 i ̸= j
(クロネッカーのデルタ、δi,jとも書く) (29)

基底の完全性（C2の任意のベクトルを展開できる条件、演習問題）
∑
i

|ei⟩ ⟨ei| = 1̂ =

(
1 0

0 1

)
(恒等演算子、2× 2単位行列) (30)

ベクトル空間の次元：完全性を作るのに必要な基底の数（iの和の上限）
完全な基底によるベクトルの展開（式 (21)参照）

|a⟩ = 1̂ |a⟩ =
∑
i

|ei⟩ ⟨ei|a⟩︸ ︷︷ ︸
=ai

=
∑
i

ai |ei⟩ (31)

1.4 波動関数の状態空間
波動関数ψ(x, t)は 2成分ベクトルと同様に、重ね合わせの原理を満たし、内積が定義されている。
ψ(x, t)を抽象化したものを状態ベクトルと呼びケット |ψ⟩で表す。

ψ(x, t)
抽象化−−−→ |ψ⟩ (32)

状態ベクトルの集合を状態空間（無限次元のベクトル空間）V と呼ぶ。

V = {|ψa⟩ , |ψb⟩ , |ψc⟩ , · · · } (33)

2次元複素ベクトル空間との対応は

波動関数の状態空間 V ↔ ベクトル空間C2

状態ベクトル |ψ⟩ ↔ ベクトル a（あるいは |a⟩）
演算子 Â ↔ 行列 Â

状態ベクトルのエルミート共役をブラで表す（より厳密には内積を用いて定義する）。

⟨ψ| = |ψ⟩† (34)

2つの状態 ψaと ψbの内積：

⟨ψa|ψb⟩ = (ψa, ψb) =

∫
dx ψ∗

a(x, t)ψb(x, t) ∈ C (35)
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内積の性質
⟨ψa|ψb⟩∗ = ⟨ψb|ψa⟩ (36)

⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0 (37)

ノルム：状態ベクトルの “大きさ”。式 (37)より内積が非負なのでルートをとっても正の実数。
∥ |ψ⟩ ∥ =

√
⟨ψ|ψ⟩ (38)

演算子 Âはケットに左から、ブラに右から作用する
Â |ψ⟩ = (ケット), ⟨ψ| Â = (ブラ) (39)

演算子のかかったケットのエルミート共役
( Â |ψ⟩ )† = ⟨ψ| Â† (40)

演算子 Ĥの固有値Eと固有ベクトル |ϕ⟩（時間に依存しないシュレディンガー方程式 (11)）
Ĥ |ϕ⟩ = E |ϕ⟩ (41)

座標演算子 x̂の固有状態 |x⟩
x̂ |x⟩ = x |x⟩ (42)

座標表示の波動関数 ψ(x, t)と演算子 Ôx（補足A.1, A.2参照）
⟨x|ψ⟩ = ψ(x, t), ⟨x| Ô = Ôx ⟨x| (43)

座標の固有状態の集合 {|x⟩}は状態空間の基底になる。
{|x⟩}の規格直交性（自分自身との内積が 1で互いに直交）

⟨x|x′⟩ = δ(x− x′) (ディラックのデルタ関数) (44)

{|x⟩}の完全性（V の任意のベクトルを展開できる条件）∫
dx |x⟩ ⟨x| = 1̂ (恒等演算子） (45)

完全な基底による状態ベクトルの展開
|ψ⟩ = 1̂ |ψ⟩ =

∫
dx |x⟩ ⟨x|ψ⟩︸ ︷︷ ︸

=ψ(x,t)

=

∫
dx ψ(x, t) |x⟩ (46)

運動量の固有状態 p̂ |p⟩ = p |p⟩を用いると運動量表示の波動関数 ψ(p, t) = ⟨p|ψ⟩が得られる。
⇒ |ψ⟩は特定の基底による表現を用いない状態の記述。

今日のポイント
• ブラ・ケット記法で（抽象化され基底に依存しない）波動関数を |ψ⟩と表記する。

• シュレディンガー方程式を満たす |ψ⟩全体は状態空間（ベクトル空間）を作る。
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2 一次元調和振動子の代数的方法
時間に依存しないシュレディンガー方程式 (11)で調和振動子ポテンシャルの問題を考える。

2.1 ハミルトニアンと解析的解法の復習
調和振動子のハミルトニアン（図 1）

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2 (47)

座標表示（式 (2)の量子化）の時間に依存しないシュレディンガー方程式

− ℏ2

2m

d2ϕ(x)

dx2
+
mω2x2

2
ϕ(x) = Eϕ(x) (48)

これは ϕ(x)に対する 2階微分方程式。解（境界条件は x→ 0で波動関数がゼロ）ϕn(x)と固有エ
ネルギーEnは、非負整数 n = 0, 1, 2, 3, · · · に対し

ϕn(x) ∝ Hn

(√
mω

ℏ
x

)
exp

(
−mω

2ℏ
x2
)
, En = ℏω

(
n+

1

2

)
(49)

Hnはエルミート多項式。以下ではこの結果を微分方程式を使わずに交換関係のみで導出する。

x

V(x)

ϕ0(x)

図 1: 調和振動子のポテンシャル V (x)と基底状態波動関数 ϕ0(x)の模式図。

2.2 生成消滅演算子
消滅演算子（無次元の演算子、名前の意味は少し後で説明、補足A.3参照）：

â =
1√
2ℏ

(√
mωx̂+ i

1√
mω

p̂

)
(50)

生成演算子：消滅演算子のエルミート共役（p̂† = p̂に注意、第１回演習問題）

â† =
1√
2ℏ

(√
mωx̂− i 1√

mω
p̂

)
(51)
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数演算子：

n̂ = â†â (52)

数演算子はエルミート（†をとると自分に戻る）

n̂† = (â†â)† = (â)†(â†)† = â†â = n̂ (53)

ハミルトニアンとの対応を見るために、数演算子を具体的に計算

n̂ = â†â

=
1√
2ℏ

(√
mωx̂− i 1√

mω
p̂

)
1√
2ℏ

(√
mωx̂+ i

1√
mω

p̂

)
=

1

2ℏ

(√
mωx̂

(√
mωx̂+ i

1√
mω

p̂

)
− i 1√

mω
p̂

(√
mωx̂+ i

1√
mω

p̂

))
=

1

2ℏ

(
mωx̂2 + ix̂p̂− ip̂x̂+ 1

mω
p̂2
)

=
1

ℏω

(
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2
)
+

i

2ℏ
[x̂, p̂]

演算子の順番は入れ替えないことに注意。ハミルトニアンの表式 (47)と量子化 (2)を用いると

n̂ =
1

ℏω
Ĥ +

i

2ℏ
iℏ

n̂ =
1

ℏω
Ĥ − 1

2
1

ℏω
Ĥ = n̂+

1

2

Ĥ = ℏω
(
n̂+

1

2

)
(54)

• ハミルトニアンは数演算子を用いて表現できる。
⇒数演算子の固有状態がわかればハミルトニアンの固有状態がわかる。

• n̂がエルミート⇔ハミルトニアンがエルミート

• すでに (49)に近い形をしているが、まだ固有状態（～波動関数）や固有値を調べていないこ
とに注意。もし n̂の固有値が非負整数 nであれば (49)の結果と一致する。
⇒以下でこれを示す

2.3 演算子の交換関係
演算子の交換関係の公式（第１回演習問題）

[Â+ B̂, Ĉ + D̂] = [Â, Ĉ] + [B̂, Ĉ] + [Â, D̂] + [B̂, D̂]

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂
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生成消滅演算子の交換関係：

[â, â†] =

[
1√
2ℏ

(√
mωx̂+ i

1√
mω

p̂

)
,

1√
2ℏ

(√
mωx̂− i 1√

mω
p̂

)]
=

[
1√
2ℏ
√
mωx̂,−i 1√

2ℏ
1√
mω

p̂

]
+

[
1√
2ℏ
i

1√
mω

p̂,
1√
2ℏ
√
mωx̂

]
ここで [x̂, x̂] = 0, [p̂, p̂] = 0より、交換しないところだけを残した。これより

[â, â†] = −i 1
2ℏ

[x̂, p̂] + i
1

2ℏ
[p̂, x̂]

= −i 1
2ℏ

[x̂, p̂]− i 1
2ℏ

[x̂, p̂]

= −i1
ℏ
iℏ = 1

この 1は恒等演算子 1̂。同じ演算子の交換関係は交換するので

[â, â] = 0

[â†, â†] = ([â, â])† = 0

数演算子との交換関係

[n̂, â] = [â†â, â] = [â†, â]â+ â†[â, â] = (−1)â = −â (55)

[n̂, â†] = [â†â, â†] = [â†, â†]â+ â†[â, â†] = â† (56)

2.4 数演算子の固有状態
代数関係のみを用いて n̂に対する固有値と固有状態を構成する。
固有値 λの固有状態を |λ⟩とする。

n̂ |λ⟩ = λ |λ⟩ (57)

状態は規格化されているとする。

⟨λ|λ⟩ = 1 (58)

この λは非負の実数（エルミート性から言えるのは実数まで）

∵ ⟨λ| n̂ |λ⟩ = ⟨λ|λ |λ⟩ = λ ⟨λ|λ⟩ = λ

= ⟨λ| â†â |λ⟩ = (â |λ⟩)†(â |λ⟩) = ∥â |λ⟩ ∥2 ≥ 0

8



消滅演算子 âを |λ⟩に作用させると、n̂の固有値を１小さくする。

∵ [n̂, â] = −â ← (55)

n̂â− ân̂ = −â

n̂â = ân̂− â

= â(n̂− 1)

よって状態 (â |λ⟩)の固有値は
n̂(â |λ⟩) = â(n̂− 1) |λ⟩

= â(λ− 1) |λ⟩ ← (57)

= (λ− 1)(â |λ⟩)

となり、元の状態 |λ⟩より固有値が１小さい。

生成演算子 â†を |λ⟩に作用させると、n̂の固有値を１大きくする。

∵ [n̂, â†] = â† ← (56)

n̂â† − â†n̂ = â†

n̂â† = â†n̂+ â†

= â†(n̂+ 1)

よって状態 (â† |λ⟩)の固有値は
n̂(â† |λ⟩) = â†(n̂+ 1) |λ⟩

= â†(λ+ 1) |λ⟩ ← (57)

= (λ+ 1)(â† |λ⟩)

となり、元の状態 |λ⟩より固有値が１大きい。

生成消滅演算子を作用させた状態の規格化：â |λ⟩ = Nλ |λ− 1⟩、â† |λ⟩ = N ′
λ |λ+ 1⟩として（こう

書ける理由は補足A.4参照）ノルムを計算すると（Nλは複素位相 eiθを含んでいても良いが、結
果を変えないので正の実数にする）

∥â |λ⟩ ∥ =
√

(â |λ⟩)†(â |λ⟩) =
√
⟨λ| â†â |λ⟩ =

√
⟨λ| n̂ |λ⟩ =

√
λ ⟨λ|λ⟩ =

√
λ

∥Nλ |λ− 1⟩ ∥ =
√
(Nλ |λ− 1⟩)†(Nλ |λ− 1⟩) =

√
N2
λ ⟨λ− 1|λ− 1⟩ = Nλ

∴ â |λ⟩ =
√
λ |λ− 1⟩ (59)

∥â† |λ⟩ ∥ =
√

(â† |λ⟩)†(â† |λ⟩)

=
√
⟨λ| ââ† |λ⟩

=
√
⟨λ| (â†â+ ââ† − â†â) |λ⟩

=
√
⟨λ| (â†â+ [â, â†]) |λ⟩

=
√
⟨λ| (n̂+ 1) |λ⟩
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=
√

(λ+ 1) ⟨λ|λ⟩

=
√
λ+ 1

∥N ′
λ |λ+ 1⟩ ∥ =

√
(N ′

λ |λ+ 1⟩)†(N ′
λ |λ+ 1⟩) =

√
(N ′

λ)
2 ⟨λ+ 1|λ+ 1⟩ = N ′

λ

∴ â† |λ⟩ =
√
λ+ 1 |λ+ 1⟩ (60)

状態空間の性質
• 消滅演算子 âを作用させると固有値 λが 1小さい状態を作ることができる。

• 固有値 λは非負である。
両者を満たすためには、固有値がそれ以上下げられない最小固有値の状態 |Ω⟩が存在しなければ
ならない。このとき

• â |Ω⟩ = 0 （零ベクトル、|Ω⟩が最小固有値の状態なので）

• n̂ |Ω⟩ = â†â |Ω⟩ = 0 = 0 |Ω⟩ （状態Ωの n̂の固有値は 0）

• |Ω⟩に â†を作用させると、（0から 1ずつ増えていくので）固有値が（1, 2, · · ·）の状態がで
きる。つまり n̂の固有値は非負の整数。

• 固有値 0の状態なので |Ω⟩ = |0⟩と表記し、(â†)nを作用させた状態を |n⟩と表記する。
例）もし固有値 λ = 1.5という状態 |1.5⟩があったら矛盾

â |1.5⟩ =
√
1.5 |0.5⟩ , â |0.5⟩ =

√
0.5 |−0.5⟩︸ ︷︷ ︸

λ が負！

固有値 λが整数ならOK

â |2⟩ =
√
2 |1⟩ , â |1⟩ =

√
1 |0⟩ , â |0⟩ =

√
0 |−1⟩ = 0

2.5 ハミルトニアンの固有状態と固有エネルギー
n̂の固有状態 |n⟩（n̂ |n⟩ = n |n⟩）は Ĥの固有状態でもある。固有値は

Ĥ |n⟩ = ℏω
(
n̂+

1

2

)
|n⟩ = ℏω

(
n+

1

2

)
|n⟩

ハミルトニアンの固有値は固有エネルギーなので、調和振動子の固有エネルギーは (49)と一致！

En = ℏω
(
n+

1

2

)
(nは非負整数 0, 1, 2,...) (61)

今日のポイント
• 生成消滅演算子の交換関係と n̂の固有値の非負性から基底状態 |0⟩の存在が示される。

• 調和振動子の固有エネルギーは交換関係から導出できる。
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2.6 固有状態の規格直交性
調和振動子の固有エネルギーEnは分かったが、固有状態 {|n⟩}の性質や波動関数は？
⇒調べたい物理量に対応する演算子の期待値を評価する。

規格化された固有状態 |n⟩を基底状態 |0⟩（前回の |Ω⟩）と生成演算子 â†で構成する。
式 (60)（â† |λ⟩ = √λ+ 1 |λ+ 1⟩）より

â† |0⟩ =
√
1 |1⟩ ⇒ |1⟩ = 1√

1
â† |0⟩

â† |1⟩ =
√
2 |2⟩ ⇒ |2⟩ = 1√

2
â† |1⟩ = 1√

2 · 1
(â†)2 |0⟩

これを繰り返すと（n! = n(n− 1) · · · 2 · 1）

|n⟩ = 1√
n!
(â†)n |0⟩ (62)

エルミート演算子の異なる固有値に属する固有状態は直交する。よって規格化した {|n⟩}は

⟨ℓ|n⟩ = δℓn (63)

を満たす。直交性の証明：

⟨ℓ| n̂ |n⟩ = n ⟨ℓ|n⟩

⟨ℓ| n̂ |n⟩ = ⟨ℓ| n̂† |n⟩ ← n̂がエルミート
=
(
n̂ |ℓ⟩

)† |n⟩
=
(
ℓ |ℓ⟩

)† |n⟩
= ℓ ⟨ℓ|n⟩ ← ℓは実数（今の場合非負整数）

⇒ (n− ℓ) ⟨ℓ|n⟩ = 0

⇒ ⟨ℓ|n⟩ = 0 for n ̸= ℓ

2.7 生成消滅演算子の行列要素
一般の演算子 Ôの行列要素

⟨ℓ| Ô |n⟩ (64)

ℓ, nは整数なので、⟨ℓ| Ô |n⟩を (ℓ, n)成分として行列の形に並べると、全ての状態間の演算子の期
待値が（無限次元の）正方行列で表現できる。
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状態 |n⟩による演算子 Ôの期待値：行列要素の対角成分

⟨n| Ô |n⟩ =
∫
dx ⟨n|x⟩ ⟨x| Ô |n⟩ ← (45)

=

∫
dx ⟨n|x⟩ Ôx ⟨x|n⟩

=

∫
dx ϕ∗

n(x)Ôxϕn(x) ← ⟨x|n⟩ = ϕn(x)

= (ϕn, Ôxϕn) (65)

Ôxは演算子 Ôの座標表示。ϕnは規格化されているので式 (9)と一致。
消滅演算子の行列要素の一般形：

⟨ℓ| â |n⟩ = ⟨ℓ|
√
n |n− 1⟩ ← (59)

=
√
n δℓ,n−1 ← (63)

生成演算子の行列要素の一般形：
⟨ℓ| â† |n⟩ = ⟨ℓ|

√
n+ 1 |n+ 1⟩ ← (60)

=
√
n+ 1 δℓ,n+1 ← (63)

数演算子の行列要素の一般形：
⟨ℓ| n̂ |n⟩ = ⟨ℓ|n |n⟩ ← (57)

= n δℓn ← (63)

具体的に行列で表現すると（ℓnの番号は 0から始まること、右辺は ℓn成分の意味なので両辺はス
カラーであることに注意）

⟨ℓ| â |n⟩ =


⟨0| â |0⟩ ⟨0| â |1⟩ ⟨0| â |2⟩ · · ·
⟨1| â |0⟩ ⟨1| â |1⟩ ⟨1| â |2⟩ · · ·
⟨2| â |0⟩ ⟨2| â |1⟩ ⟨2| â |2⟩ · · ·

...
...

...
. . .


ℓn

=


0
√
1 0 · · ·

0 0
√
2 · · ·

0 0 0 · · ·
...

...
...

. . .


ℓn

⟨ℓ| â† |n⟩ =


0 0 0 · · ·
√
1 0 0 · · ·
0
√
2 0 · · ·

...
...

...
. . .


ℓn

⟨ℓ| n̂ |n⟩ =


0 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
0 0 2 · · ·
...

...
...

. . .


ℓn

n̂の行列要素は対角的。
âと â†は対角成分（つまり期待値）を持たない。
← â、â†の作用で固有値が nから n± 1に変わった状態と ⟨n|は直交するため。
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2.8 座標、運動量演算子の行列要素
âと â†の線形結合でかける任意の演算子の期待値が計算できる。
例えば、座標、運動量を生成消滅演算子の定義 (50)、(51)を使って書き直すと

â+ â† =
1√
2ℏ

2
√
mωx̂ ⇒ x̂ =

√
ℏ

2mω
(â+ â†)

â− â† = 1√
2ℏ
i

2√
mω

p̂ ⇒ p̂ = −i
√

ℏmω
2

(â− â†)

で得られるので、座標演算子 x̂の行列要素は

⟨ℓ| x̂ |n⟩ =
√

ℏ
2mω

⟨ℓ| (â+ â†) |n⟩

=

√
ℏ

2mω

(
⟨ℓ| â |n⟩+ ⟨ℓ| â† |n⟩

)
=

√
ℏ

2mω
(
√
n δℓ,n−1 +

√
n+ 1 δℓ,n+1)

=

√
ℏ

2mω


0
√
1 0 · · ·

√
1 0

√
2 · · ·

0
√
2 0 · · ·

...
...

...
. . .


ℓn

運動量演算子 p̂の行列要素は

⟨ℓ| p̂ |n⟩ = −i
√

ℏmω
2
⟨ℓ| (â− â†) |n⟩

= −i
√

ℏmω
2

(
√
n δℓ,n−1 −

√
n+ 1 δℓ,n+1)

= −i
√

ℏmω
2


0

√
1 0 · · ·

−
√
1 0

√
2 · · ·

0 −
√
2 0 · · ·

...
...

...
. . .


ℓn

行列要素は一般に複素数（⟨ℓ|と p̂ |n⟩の内積）。

対角要素は 0、つまり

⟨n| x̂ |n⟩ = 0, ⟨n| p̂ |n⟩ = 0
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理由：

ϕn(x) :

xの偶関数 nが偶数
xの奇関数 nが奇数

⇒ |ϕn(x)|2 : xの偶関数
⇒ x|ϕn(x)|2 : xの奇関数
⇒ −∞から+∞で積分すると 0

⟨n| x̂ |n⟩ =
∫ +∞

−∞
dx ⟨n|x⟩ ⟨x| x̂ |n⟩

=

∫ +∞

−∞
dx ϕ∗

n(x)xϕn(x)

=

∫ +∞

−∞
dx x|ϕn(x)|2 = 0

補足：x̂2などの計算では

x̂2 =
ℏ

2mω
(â+ â†)2

=
ℏ

2mω
(â2 + ââ† + â†â+ (â†)2)

の形のまま行列要素をとるより [â, â†] = 1より ââ† = 1 + â†âと数演算子の定義を利用して

x̂2 =
ℏ

2mω
(â2 + 1 + 2n̂+ (â†)2)

とすると楽。

2.9 座標表示の波動関数
目標：座標表示の規格化された波動関数を導出する。
シュレディンガー方程式で得られる第 n励起状態の波動関数 ϕn(x)：

⟨x|n⟩ = ϕn(x) (66)

=

(
1

2nn!

√
mω

πℏ

)1/2

Hn

(√
mω

ℏ
x

)
exp

(
−mω

2ℏ
x2
)

(67)

=


(
mω
πℏ

)1/4
exp

(
−mω

2ℏ x
2
)

(n = 0)(
mω
πℏ

)1/4√2mω
ℏ x exp

(
−mω

2ℏ x
2
)

(n = 1)
...

(68)

座標基底 |x⟩：座標演算子 x̂の固有状態

x̂ |x⟩ = x |x⟩ , ⟨x| x̂ = x ⟨x| (69)
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運動量演算子は（補足A.2参照、符号に注意！）

p̂ |x⟩ = +iℏ
d

dx
|x⟩ , ⟨x| p̂ = −iℏ d

dx
⟨x| (70)

基底状態の条件 â |0⟩ = 0に左から ⟨x|をかけると

0 = ⟨x| â |0⟩

= ⟨x| 1√
2ℏ

(√
mωx̂+ i

1√
mω

p̂

)
|0⟩

=
1√
2ℏ

(√
mωx+ i

1√
mω

(−iℏ d
dx

)

)
⟨x|0⟩ ← (69), (70)

=
1√
2ℏ

(√
mωx+

ℏ√
mω

d

dx

)
ϕ0(x) ← (66)

つまり
dϕ0(x)

dx
+
mω

ℏ
xϕ0(x) = 0

これは変数分離で解くことができ、
dϕ0

dx
= −mω

ℏ
xϕ0

dϕ0

ϕ0

= −mω
ℏ
xdx∫

dϕ0

ϕ0

= −mω
ℏ

∫
xdx

lnϕ0 = −
mω

ℏ
x2

2
+ C

ϕ0(x) = exp
{
−mω

2ℏ
x2 + C

}
= C ′ exp

{
−mω

2ℏ
x2
}

Cは積分定数でC ′ = eC。C ′は規格化条件から決定できる：∫
dx|ϕ0(x)|2 = (C ′)2

∫ ∞

−∞
dx exp

{
−mω

ℏ
x2
}
= (C ′)2

√
πℏ
mω

= 1

よって（厳密にはC ′は複素数で良いが位相を正の実数になるように選択）

C ′ =
(mω
πℏ

)1/4
ここでガウス積分（補足A.5参照）∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

=

√
π

α
(71)
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を用いた。以上より、基底状態の波動関数は

ϕ0(x) =
(mω
πℏ

)1/4
exp

{
−mω

2ℏ
x2
}

(72)

となり式 (68)に一致。

第 1励起状態 |1⟩の波動関数：式 (66)より

ϕ1(x) = ⟨x|1⟩

= ⟨x| 1√
1
â† |0⟩ ← (62)

= ⟨x| 1√
2ℏ

(√
mωx̂− i 1√

mω
p̂

)
|0⟩ ← (51)

=

√
mω

2ℏ

(
x− i 1

mω
(−iℏ d

dx
)

)
⟨x|0⟩ ← (69), (70)

=

√
mω

2ℏ

(
x− ℏ

mω

d

dx

)(mω
πℏ

)1/4
exp

{
−mω

2ℏ
x2
}
← (72)

=
(mω
πℏ

)1/4√mω

2ℏ

(
x exp

{
−mω

2ℏ
x2
}
− ℏ
mω

d

dx
exp

{
−mω

2ℏ
x2
})

=
(mω
πℏ

)1/4√mω

2ℏ

(
x exp

{
−mω

2ℏ
x2
}
− ℏ
mω

exp
{
−mω

2ℏ
x2
} d

dx

{
−mω

2ℏ
x2
})

=
(mω
πℏ

)1/4√mω

2ℏ

(
x− ℏ

mω

(
−mω

ℏ
x
))

exp
{
−mω

2ℏ
x2
}

=
(mω
πℏ

)1/4√mω

2ℏ
(1 + 1) x exp

{
−mω

2ℏ
x2
}

=
(mω
πℏ

)1/4√2mω

ℏ
x exp

{
−mω

2ℏ
x2
}

となり式 (68)に一致。

今日のポイント
• 任意の演算子を â、â†で表すことで状態 |n⟩の性質が調べられる。

• 調和振動子の波動関数 ϕn(x) = ⟨x|n⟩は交換関係から導出できる。

生成消滅演算子の考え方は講義後半の角運動量・スピンの議論や、量子場の理論での粒子描像な
ど、よく利用される。
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3 中心力場のシュレディンガー方程式
3次元のシュレディンガー方程式で中心力（ポテンシャルが原点からの距離のみの関数）の場合を
考える。方針は以下の通り。

1. 極座標 (r, θ, ϕ)でシュレディンガー方程式を表現

2. 変数分離で (r, θ, ϕ)それぞれの微分方程式を導出

3. θ, ϕの微分方程式が角運動量演算子で表記できることを確認

4. θ, ϕの微分方程式を解き角運動量の固有値を求める（ポテンシャルに依らない）

5. rの微分方程式を解く（ポテンシャルに対する 1次元問題）

3.1 3次元シュレディンガー方程式
時間に依存しないシュレディンガー方程式、空間 3次元：r = (x, y, z)、[r̂i, p̂j] = iℏδij

Ĥψ(r) = Eψ(r) (73)

Ĥ =
p̂2

2µ
+ V (r̂) = − ℏ2

2µ
∇2 + V (r) (74)

質量 µ（mは後ほど磁気量子数に使う）
p̂ = (p̂x, p̂y, p̂z) = (−iℏ∂/∂x,−iℏ∂/∂y,−iℏ∂/∂z)であり直交座標でのラプラシアン∇2は

∇2ψ =
∂2

∂x2
ψ +

∂2

∂y2
ψ +

∂2

∂z2
ψ (75)

一般のポテンシャルは x, y, zの 3変数に依存。
中心力：ポテンシャルが

r = |r| =
√
x2 + y2 + z2 (76)

にのみ依存、つまり V (r) = V (r)。
この場合、直交座標 (x, y, z)より極座標 (r, θ, ϕ)が便利なのでラプラシアンを極座標で表現する。

3.2 極座標とラプラシアン
直交座標 (x, y, z)の極座標 (r, θ, ϕ)表示

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ (77)
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z

y

x

ϕ

θ
⃗r

z

y

x

⃗r
r cos θ

r sin θ

r sin θ cos ϕ

r sin θ sin ϕ

図 2: 3次元の極座標。

変数の範囲は

0 ≤ r < +∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π (78)

極座標変数の直交座標表示

r =
√
x2 + y2 + z2, cos θ =

z

r
=

z√
x2 + y2 + z2

, tanϕ =
y

x
(79)

以下ラプラシアン∇2の極座標表示を求める。
必要な公式：

∂f(r, θ, ϕ)

∂x
=
∂r

∂x

∂f(r, θ, ϕ)

∂r
+
∂θ

∂x

∂f(r, θ, ϕ)

∂θ
+
∂ϕ

∂x

∂f(r, θ, ϕ)

∂ϕ
(80)

手順 1：極座標変数 (r, θ, ϕ)の (x, y, z)微分を求め一階微分を計算
∂r

∂x
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)1/2

=
1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 ∂

∂x
x2

=
1

2r
2x

=
x

r

= sin θ cosϕ

∂

∂x
cos θ =

∂

∂x

z

(x2 + y2 + z2)1/2

∂θ

∂x

∂ cos θ

∂θ
= z

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−1/2
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∂θ

∂x
(− sin θ) = z(−1

2
)(x2 + y2 + z2)−3/2 ∂

∂x
x2

− sin θ
∂θ

∂x
= −1

2
z(x2 + y2 + z2)−3/22x

− sin θ
∂θ

∂x
= −xz

r3

∂θ

∂x
=

xz

r3 sin θ

=
r sin θ cosϕ · r cos θ

r3 sin θ

=
cos θ cosϕ

r

のように計算し（他の成分および別解は補足A.6参照）
∂r
∂x

∂θ
∂x

∂ϕ
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂y

∂ϕ
∂y

∂r
∂z

∂θ
∂z

∂ϕ
∂z

 =

sin θ cosϕ cos θ cosϕ
r

− sinϕ
r sin θ

sin θ sinϕ cos θ sinϕ
r

cosϕ
r sin θ

cos θ − sin θ
r

0

 (81)

ただし以下に注意。(
∂r

∂x

)
y,z

̸= 1(
∂x
∂r

)
θ,ϕ

上の結果より、公式 (80)を使って一階微分が計算できる。
∂

∂x
f =

∂r

∂x

∂

∂r
f +

∂θ

∂x

∂

∂θ
f +

∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
f

= sin θ cosϕ
∂

∂r
f +

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
f − sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

∂

∂y
f = · · · , ∂

∂z
f = · · ·

手順 2：二階微分を計算
∂2

∂x2
f =

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
= sin θ cosϕ

∂

∂r

(
∂f

∂x

)
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂x

)
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
∂f

∂x

)
= sin θ cosϕ

∂

∂r

(
sin θ cosϕ

∂

∂r
f +

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
f − sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
+ · · ·

= sin2 θ cos2 ϕ
∂2

∂r2
f + sin θ cos θ cos2 ϕ

−1
r2

∂

∂θ
f +

cos θ sin θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

− cosϕ sinϕ
−1
r2

∂

∂ϕ
f − cosϕ sinϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f + · · ·

ここで一階微分の項や ∂2

∂r∂ϕ
のような項も出ることに注意。 ∂2

∂y2
、 ∂2

∂z2
も同様に計算して全てを足す

と（詳細は補足A.7参照、かなり長い）

∇2ψ =
∂2

∂r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ +

1

r2
∂2

∂θ2
ψ +

cos θ

r2 sin θ

∂

∂θ
ψ +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ (82)
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手順 3：一階微分と二階微分をまとめる
∂2

∂r2
(rf) =

∂

∂r

∂

∂r
(rf)

=
∂

∂r

(
f + r

∂

∂r
f

)
=

∂

∂r
f +

(
∂

∂r
r

)
∂

∂r
f + r

∂2

∂r2
f

= 2
∂

∂r
f + r

∂2

∂r2
f

より（ψを書かない略記に注意）
1

r

∂2

∂r2
(rψ) =

∂2

∂r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ

同様に
∂

∂θ
(sin θf) =

(
∂

∂θ
sin θ

)
f + sin θ

∂

∂θ
f

= cos θf + sin θ
∂

∂θ
f

より
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θf) =

cos θ

sin θ
f +

∂

∂θ
f

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
ψ

)
=

cos θ

sin θ

∂

∂θ
ψ +

∂2

∂θ2
ψ

であるので、極座標でのラプラシアンは

∇2ψ =
1

r

∂2

∂r2
(rψ)︸ ︷︷ ︸

≡Âψ

+
1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
ψ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ

]
︸ ︷︷ ︸

≡B̂ψ

(83)

= Âψ +
1

r2
B̂ψ (84)

とかける。計量テンソルを使うと (83)が直接導出できる（補足A.8参照）。Âは rのみに依存する
演算子、B̂は θ, ϕのみの演算子である。

3.3 変数分離
中心力の場合のシュレディンガー方程式 (73)より(

− ℏ2

2µ
∇2 + V (r)

)
ψ(r) = Eψ(r)

− ℏ2

2µ
∇2ψ(r) = [E − V (r)]ψ(r)

∇2ψ(r) = −2µ

ℏ2
[E − V (r)]ψ(r)
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ラプラシアンを極座標で書き、波動関数を ψ(r) = R(r)Y (θ, ϕ)とすれば

Â [R(r)Y (θ, ϕ)] +
1

r2
B̂ [R(r)Y (θ, ϕ)] = −2µ

ℏ2
[E − V (r)]R(r)Y (θ, ϕ)

Y (θ, ϕ)ÂR(r) +
R(r)

r2
B̂Y (θ, ϕ) = −2µ

ℏ2
[E − V (r)]R(r)Y (θ, ϕ)

両辺をR(r)Y (θ, ϕ)で割り r2をかけると

r2

R(r)
ÂR(r) +

1

Y (θ, ϕ)
B̂Y (θ, ϕ) = −2µ

ℏ2
[E − V (r)]r2

r2

R(r)
ÂR(r) +

2µ

ℏ2
[E − V (r)]r2 = − 1

Y (θ, ϕ)
B̂Y (θ, ϕ) (85)

となり、r依存の部分は左辺に、θ, ϕ依存の部分は右辺にまとまる。中心力（V が θと ϕに依存し
ない）でなければポテンシャルが分離できない。両辺が常に一致するためには、これらは rにも
θ, ϕにも依らない定数でなければならない。この定数をλとすると、R(r)に関する微分方程式（動
径方向のシュレディンガー方程式）は（変数が rのみなので偏微分は常微分に置き換える）

r2

R(r)
ÂR(r) +

2µ

ℏ2
[E − V (r)]r2 = λ

r2

rR(r)

d2

dr2
[rR(r)] +

2µ

ℏ2
[E − V (r)]r2 = λ

d2

dr2
[rR(r)] +

2µ

ℏ2
[E − V (r)]rR(r) =

λ

r2
[rR(r)]

ℏ2

2µ

d2

dr2
[rR(r)] + [E − V (r)]rR(r) =

ℏ2

2µ

λ

r2
[rR(r)]

− ℏ2

2µ

d2

dr2
[rR(r)] + V (r)[rR(r)] +

ℏ2λ
2µr2

[rR(r)] = E[rR(r)] (86)

この方程式の特徴は

• rR(r)を波動関数と思えば、1次元の問題の運動項、ポテンシャル項、遠心力項に対応する
（ただし 0 ≤ r <∞）。

• 定数 λは角度 (θ, ϕ)方向の方程式の解で決まる。

• 固有値Eと固有関数はポテンシャルに依存する。

λを決めるために先に角度方向の計算を行う。
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3.4 角度方向の方程式と角運動量
式 (85)の右辺も同じ定数 λになるので

− 1

Y (θ, ϕ)
B̂Y (θ, ϕ) = λ

B̂Y (θ, ϕ) = −λY (θ, ϕ) (87)

B̂ =
1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ

]
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(88)

この方程式の特徴は

• ポテンシャル V (r)、エネルギーEがないのでどんな中心力ポテンシャルに対しても共通

以下では演算子 B̂が角運動量の 2乗に比例することを示す。角運動量演算子：

L̂ = r̂ × p̂ (89)

各成分を極座標で評価

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y

= −iℏ
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
= −iℏ

[
y

(
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂θ

∂z

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂z

∂

∂ϕ

)
− z

(
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ

)]
= −iℏ

[
r sin θ sinϕ

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)
− r cos θ

(
sin θ sinϕ

∂

∂r
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

)]
= −iℏ

[(
− sin2 θ sinϕ− cos2 θ sinϕ

) ∂
∂θ
− cos θ cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

]
= iℏ

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
(90)

L̂y = −iℏ
(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
(91)

L̂z = −iℏ
∂

∂ϕ
(92)

角運動量演算子の 2乗：

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z (93)

各成分：

L̂2
x = iℏ

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)[
iℏ
(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)]
= · · ·
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のように計算され、L̂2
y、L̂2

zも計算し全て足すと（詳細と別解は補足A.9参照）

L̂2 = −ℏ2
[

1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ

]
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
(94)

= −ℏ2B̂

つまり角度方向の方程式は

−L̂2

ℏ2
Y (θ, ϕ) = −λY (θ, ϕ) (95)

L̂2Y (θ, ϕ) = ℏ2λY (θ, ϕ) (96)

と書き直すことができる。これは関数 Y (θ, ϕ)が L̂2の固有関数であり、固有値が ℏ2λであること
を示している。動径方向の方程式 (86)の第 3項が遠心力であることがわかる。

式 (94)の L̂2演算子の中には ϕの関数が含まれない⇒ ϕの微分と交換する：

L̂2 ∂

∂ϕ
Y =

∂

∂ϕ
L̂2Y

[
L̂2,

∂

∂ϕ

]
Y = 0

⇒ ϕの微分のみを含む L̂z = −iℏ ∂
∂ϕ
と交換する：

[L̂2, L̂z] = 0 (97)

互いに交換する演算子は同時対角化可能（補足A.10参照）。Y (θ, ϕ)は L̂2だけでなく L̂zの固有関
数でもある。

L̂zY (θ, ϕ) ∝ Y (θ, ϕ) (98)

3.5 角度変数分離とϕの方程式の解
式 (87)はさらに θと ϕに変数分離できる。Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)とおくと

1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ
Θ(θ)Φ(ϕ)

]
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
Θ(θ)Φ(ϕ) = −λΘ(θ)Φ(ϕ)

Φ(ϕ)
1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ
Θ(θ)

]
+

Θ(θ)

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
Φ(ϕ) = −λΘ(θ)Φ(ϕ)

両辺をΘ(θ)Φ(ϕ)で割り sin2 θをかけると

sin2 θ

Θ(θ)

1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ
Θ(θ)

]
+

1

Φ(ϕ)

∂2

∂ϕ2
Φ(ϕ) = −λsin2 θ

sin2 θ

Θ(θ)

1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ
Θ(θ)

]
+ λsin2 θ = − 1

Φ(ϕ)

∂2

∂ϕ2
Φ(ϕ)
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となり、θ依存の部分は左辺に、ϕ依存の部分は右辺にまとまる。両辺が常に一致するためには、
これらは θにも ϕにも依らない定数でなければならない。この定数をm2とおくと（質量と混同し
ないように注意）、Θ(θ)に関する微分方程式は

sin2 θ

Θ(θ)

1

sin θ

d

dθ

[
sin θ

d

dθ
Θ(θ)

]
+ λ sin2 θ = m2

1

sin θ

d

dθ

[
sin θ

d

dθ
Θ(θ)

]
+ λ sin2 θ

Θ(θ)

sin2 θ
= m2 Θ(θ)

sin2 θ

1

sin θ

d

dθ

[
sin θ

d

dθ
Θ(θ)

]
+

(
λ− m2

sin2 θ

)
Θ(θ) = 0 (99)

またΦ(ϕ)に関する微分方程式は

− 1

Φ(ϕ)

d2

dϕ2
Φ(ϕ) = m2

d2

dϕ2
Φ(ϕ) = −m2Φ(ϕ) (100)

式 (100)の解は二階微分すると自分に戻る関数なので、三角関数や指数関数を用いて一般解を書
ける。一方で Y (θ, ϕ)は L̂z = −iℏ ∂

∂ϕ
の固有関数であるが、Θ(θ)は ϕに依存しないので、Φ(ϕ)が

L̂zの固有関数でなければならない：

L̂zΦ(ϕ) = −iℏ
d

dϕ
Φ(ϕ) ∝ Φ(ϕ) (101)

三角関数やAeimϕ + Be−imϕなどの関数は式 (100)の解ではあるが式 (101)を満たさない。両方を
満たす関数としては

Φ(ϕ) = Ceimϕ, C：定数 (102)

である（De−imϕも解だが負のmも考慮すると (102)のみで全ての可能性が尽くされる）。この時

L̂zY (θ, ϕ) = −iℏ ∂

∂ϕ
Θ(θ)Ceimϕ = −iℏ(im)Θ(θ)Ceimϕ = ℏmY (θ, ϕ) (103)

となる。つまり、Y (θ, ϕ)の L̂zの固有値は ℏmである。

ϕの範囲は 0から 2πまでであり、ϕ = 0とϕ = 2πは同じ状態である（波動関数の一価性）。つまり

Φ(0) = Φ(2π)

C = Cem×2πi

これが成り立つのは em×2πi = 1つまりmが整数の場合のみ。よって

m = 0,±1,±2, · · ·

となる。L̂zは角運動量の z成分なので、量子力学では角運動量は連続的な値ではなく離散的な値
（ℏの整数倍）に量子化される。mは磁気量子数と呼ばれる。
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3.6 θの方程式の解
θに関する微分方程式 (99)で z = cos θに変数変換する。0 ≤ θ ≤ πに対応する変数の範囲は

−1 ≤ z ≤ 1

磁気量子数mは ϕの方程式ですでに決定されているので、波動関数を

Θ(θ) = Pm(z)

と表記する（mは添字で、m乗ではない）。
dz

dθ
= − sin θ, ⇔ d

dθ
= − sin θ

d

dz

に注意すると
1

sin θ

d

dθ

[
sin θ

d

dθ
Θ(θ)

]
+

(
λ− m2

sin2 θ

)
Θ(θ) = 0

1

sin θ
(− sin θ)

d

dz

[
sin θ(− sin θ)

d

dz
Pm(z)

]
+

(
λ− m2

sin2 θ

)
Pm(z) = 0

− d

dz

[
(cos2 θ − 1)

d

dz
Pm(z)

]
+

(
λ− m2

1− cos2 θ

)
Pm(z) = 0

d

dz

[
(1− z2) d

dz
Pm(z)

]
+

(
λ− m2

1− z2

)
Pm(z) = 0 (104)

を得る。これはルジャンドル（Legendre）の陪微分方程式と呼ばれる。

m = 0の場合、Pm(z)の添字mを省略して表記し、

P (z) = Pm=0(z) (105)

d

dz

[
(1− z2) d

dz
P (z)

]
+ λP (z) = 0

(1− z2) d
2

dz2
P (z)− 2z

d

dz
P (z) + λP (z) = 0 (106)

となる。これはルジャンドル（Legendre）の微分方程式である。解の性質を調べるために級数展開

P (z) =
∞∑
n=0

anz
n (107)

を代入すると（詳細は補足A.11参照）、

aℓ+2 =
ℓ(ℓ+ 1)− λ
(ℓ+ 2)(ℓ+ 1)

aℓ (108)
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という aℓに関する漸化式を得る。P (z)は波動関数の一部分なので、発散すると波動関数としての
性質を満たさない（確率が無限大）。z = 1でP (z)が発散しないためには級数展開が有限項で終わ
る必要がある。もし非負整数 ℓに対し

λ = ℓ(ℓ+ 1) (109)

であれば、展開が有限項で終わり、発散しない解になる（詳細はHPの補足参照）。この場合の解
を（有限項の和なので）ルジャンドル多項式と呼び Pℓ(z)と書く。具体的な形は

Pℓ(z) =
1

2ℓℓ!

dℓ

dzℓ
(z2 − 1)ℓ (110)

で与えられる。（z2ℓを ℓ回微分するので）Pℓ(z)の最大の次数の項は zℓ。具体形は（演習問題）

P0(z) = 1

P1(z) = z

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1)

...

m ̸= 0の場合、式 (104)の解はルジャンドル多項式 Pℓ(z)を用いて（mは負の整数もある）

Pm
ℓ (z) = (1− z2)|m|/2d

|m|Pℓ(z)

dz|m| (111)

と表される（補足A.12参照）。これはルジャンドル陪多項式と呼ばれる。ここでmは任意の整数
であったが、Pℓ(z)が最大 zℓなので、ℓ回以上微分すると 0になってしまう。つまりmとして可能
な値は以下に限られる：

|m| ≤ ℓ ⇒ m = 0,±1,±2, · · · ,±ℓ (112)

3.7 球面調和関数
角運動量の量子化のまとめ（図 3）

• 角度方向の波動関数 Y (θ, ϕ)は角運動量演算子 L̂2、L̂z の同時固有関数であり、固有値はそ
れぞれ（式 (96)、式 (109)、式 (103)、式 (112)）

L̂2Y (θ, ϕ) = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2Y (θ, ϕ), ℓ = 0, 1, 2, · · ·

L̂zY (θ, ϕ) = mℏY (θ, ϕ), m = 0,±1,±2, · · · ,±ℓ

• ℓ：方位量子数、角運動量の大きさ←
√
ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 ∼ ℓℏ

• m：磁気量子数、角運動量の z成分、角運動量ベクトルの向きを指定
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図 3: 量子力学の角運動量の模式図。左：m = +ℓの状態、中：ℓ = 1の場合、右：ℓ = 2の場合。

球面調和関数：式 (111)の θ依存性、式 (102)の ϕ依存性を持ち規格化された関数

Y m
ℓ (θ, ϕ) = NℓmP

m
ℓ (cos θ)eimϕ (113)

3次元の波動関数の規格化は、全空間内に粒子を見つける確率密度の積分が 1になるので

1 =

∫
d3r|ψ(r)|2

=

∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕr2 sin θ|R(r)Y m
ℓ (θ, ϕ)|2

=

∫ ∞

0

dr r2|R(r)|2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ|Y m
ℓ (θ, ϕ)|2

=

∫ ∞

0

dr r2|R(r)|2
∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ|Y m
ℓ (θ, ϕ)|2

であり（演習問題）、動径波動関数を∫ ∞

0

dr r2|Rℓ(r)|2 = 1 (114)

と規格化すると、角度成分は∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ[Y m
ℓ (θ, ϕ)]∗Y m

ℓ (θ, ϕ) = 1 (115)

となり、ここから規格化定数Nℓmが決められる。規格化を行った具体的な形は

Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

(116)

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ, Y ±1

1 (θ, ϕ) = ∓
√

3

8π
sin θe±iϕ (117)

...

異なる ℓ,mを持つ球面調和関数は直交するので、より一般的には∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ[Y m′

ℓ′ (θ, ϕ)]∗Y m
ℓ (θ, ϕ) = δℓℓ′δmm′ (118)
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3.8 動径方向のシュレディンガー方程式
動径方向のシュレディンガー方程式：式 (86)に λ = ℓ(ℓ+ 1)を代入

− ℏ2

2µ

d2

dr2
[rRℓ(r)] + V (r)[rRℓ(r)] +

ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2
[rRℓ(r)] = E[rRℓ(r)], 0 ≤ r <∞ (119)

• 整数値の角運動量の大きさ ℓを分光学的記法で指定する場合がある。

ℓ 0 1 2 3 4 · · ·
記法 s p d f g · · ·

• 動径方程式 (119)第 3項は ℓに依存する。
⇒ ℓの値に応じて固有関数が異なるためR(r)に添字 ℓを追加
元のシュレディンガー方程式の解の波動関数は（他の量子数を表す添字がつく場合もある）

ψℓ,m(r) = Rℓ(r)Y
m
ℓ (θ, ϕ) (120)

固有エネルギーEは ℓ毎に動径方程式を解いて求める。

• 動径方程式は磁気量子数mに依存しない。
ある ℓに対して異なるmに対する 2ℓ+ 1個の状態のエネルギーは同じ（縮退）。
角運動量の大きさが同じであればエネルギーはベクトルの方向によらない。
← 回転対称性の帰結、問題（シュレディンガー方程式）を解かなくても示せる。

• 波動関数 uℓ(r) = rRℓ(r)を定義すると（χℓ(r)と書く本も多い）

− ℏ2

2µ

d2

dr2
uℓ(r) +

[
V (r) +

ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2

]
uℓ(r) = Euℓ(r) (121)

となる。これは 1次元の量子力学で、ポテンシャルを V (r)+(遠心力)とした問題と同じ。
遠心力項は符号が正、つまり常に斥力（補足A.13参照）。
r → 0と r →∞の境界条件を与えることで解が確定する。

r → 0での境界条件（発散はだめだが有限でも問題なさそう？）。
（仮定：ポテンシャルは r → 0で V (r) ∼ r−2+ϵ(ϵ > 0)と振る舞う）
ℓ ̸= 0のとき、r → 0では

|E| ≪ ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2
, |V (r)| ≪ ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2
(122)

となるので、式 (121)は

− ℏ2

2µ

d2

dr2
uℓ(r) +

ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2
uℓ(r) = 0 (r → 0) (123)
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波動関数の原点での振る舞いは、実数 sを用いて

uℓ(r) ∼ rs (r → 0, ℓ ̸= 0) (124)

とできる（スケール不変性から rのべき関数のみ許される）。ただし x→ 0のとき

f(x) ∼ xs ⇔ f(x) = (定数)× xs +O(xs+ϵ) (ϵ > 0) (125)

と表記する。これより r → 0では

− d2

dr2
rs +

ℓ(ℓ+ 1)

r2
rs = 0

−s(s− 1)rs−2 + ℓ(ℓ+ 1)rs−2 = 0

[−s(s− 1) + ℓ(ℓ+ 1)]rs−2 = 0

s(s− 1) = ℓ(ℓ+ 1)

この解は s = ℓ + 1または s = −ℓであるが、ℓが正なので（今 ℓ = 0を排除してあることに注意）
s = −ℓの解は波動関数が原点で発散するため不適。よって波動関数の原点での振る舞いは

uℓ(r) ∼ rℓ+1 (r → 0, ℓ ̸= 0) (126)

つまり r → 0で波動関数はゼロになる：

uℓ(0) = 0 (ℓ ̸= 0) (127)

ℓ = 0のとき、もし u0(0) = c ̸= 0ならば元の波動関数は

ψ0,0(r) = R0(r)Y
0
0 (θ, ϕ) =

u0(r)

r

1√
4π
→ c√

4π

1

r
(r → 0) (128)

ここで（補足A.14参照）

∇21

r
= −4πδ(r) (129)

を用いると、r → 0でのシュレディンガー方程式は

Ĥψ0,0(r) =

[
− ℏ2

2µ
∇2 + V (r)

]
ψ0,0(r) = −

ℏ2

2µ

c√
4π

[−4πδ(r)] + V (r)ψ0,0(r) (r → 0) (130)

となるが、第 1項が ψ0,0(r) ∝ 1/rに比例せず解にならない。よって仮定が間違っており、

u0(0) = 0 (131)

以上より、境界条件をまとめると任意の ℓで動径波動関数 uℓはゼロ：

uℓ(r) = rRℓ(r) = 0 (r → 0) (132)
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r →∞での境界条件：ポテンシャルの振る舞いに依存（図 4）

• r →∞で V (r)→∞の場合
例）調和振動子 V (r) ∝ r2、無限に高い井戸
全ての固有状態は離散固有値（とびとびの値）を持つ束縛状態、状態の規格化から

uℓ(r)→ 0 (r →∞) (133)

が波動関数の境界条件となる（1次元の問題と同じ）。波動関数の規格化は、条件 (114)より

1 =

∫ ∞

0

dr r2|Rℓ(r)|2 =
∫ ∞

0

dr |uℓ(r)|2 (134)

• r →∞で V (r) = 0の場合
例）クーロンポテンシャル V (r) ∝ 1/r

E < 0に解が存在する場合は束縛状態（離散固有値）で、境界条件は式 (133)

全てのE > 0に対して連続固有値を持つ散乱状態が存在、r →∞の境界条件は無し。

V(r)

r

V(r) V(r)

r r

図 4: ポテンシャルと固有エネルギーの模式図。左：調和振動子ポテンシャル、中：無限に高い
井戸型ポテンシャル、右：クーロンポテンシャル。

3.9 自由な3次元系（連続固有値）
ポテンシャルが V (r) = 0：相互作用なし、E > 0で自由粒子の運動
ℓ = 0のとき、式 (121)を用いると、u0(r)に対する微分方程式は

d2

dr2
u0(r) = −

2µE

ℏ2
u0(r) (135)

となるので、一般解は

u0(r) = A sin(kr) + B cos(kr), k =

√
2µE

ℏ2
(136)

となる。A、B は積分定数。r → 0の境界条件 (132)を満たすには B = 0とする必要があり、
u0(r) = A sin(kr) となる。散乱状態は規格化できないのでAは決定できない。
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ℓ ̸= 0のとき、Rℓ(r)の方程式

− ℏ2

2µ

d2

dr2
[rRℓ(r)] +

ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2
[rRℓ(r)] = E[rRℓ(r)] (137)

で変数変換（無次元量 zは ξと書かれることが多い）

k2 =
2µE

ℏ2
, z = kr, Rℓ(r) = yℓ(z) (138)

を行うと（演習問題）
d2yℓ(z)

dz2
+

2

z

dyℓ(z)

dz
+

[
1− ℓ(ℓ+ 1)

z2

]
yℓ(z) = 0 (139)

とできる。この微分方程式は級数展開で解くことができ、yℓ(z)の一般解は球ベッセル関数 jℓ(z)

と球ノイマン関数 nℓ(z)の線形結合で与えられる：

Rℓ(r) = Cjℓ(kr) +Dnℓ(kr) (140)

jℓ(z) = (−z)ℓ
(
1

z

d

dz

)ℓ(
sin z

z

)
, nℓ(z) = −(−z)ℓ

(
1

z

d

dz

)ℓ (cos z
z

)
(141)

j0(z) =
sin z

z
, n0(z) = −

cos z

z
(142)

zの関数としてのプロットを図 5に示す。特徴は

• zの関数として振動しながら振幅が小さくなる

• z = krより、rの関数としてみた場合の振動の周期は kに比例

式 (140)の ℓ = 0の場合に j0(z)と n0(z)の具体形を代入すると

R0(r) = C
sin(kr)

kr
−Dcos(kr)

kr

u0(r) = rR0(r) =
C

k
sin(kr) +

−D
k

cos(kr)

より、A = C/k、B = −D/kとすれば (136)に一致。

jℓ(z)と nℓ(z)の z → 0 (r → 0)のときの振る舞い（補足A.15参照）

jℓ(z) ∼ zℓ (z → 0) (143)

nℓ(z) ∼ z−ℓ−1 (z → 0) (144)

jℓ(z)は原点での波動関数の境界条件（uℓ ∼ rℓ+1ならRℓ ∼ uℓ/r ∼ rℓ）を満たしているが、nℓ(z)
は原点で発散しており、境界条件を満たさない（ポテンシャルがある場合の散乱解の r →∞を記
述するときに必要）。
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図 5: ℓ = 0の球ベッセル関数 j0(z)と球ノイマン関数 n0(z)。

3.10 球対称井戸型ポテンシャル（離散固有値）
３次元ポテンシャルの例：半径 bの無限に高い球対称井戸型ポテンシャル

V (r) =

0 (0 ≤ r ≤ b)

∞ (b < r)
(145)

井戸の中 (0 ≤ r ≤ b)のシュレディンガー方程式は V (r) = 0なので前節の結果を使う。動径波動
関数は原点での境界条件（rRℓ(r)|r→0 = 0）を満たす球ベッセル関数を使って

Rℓ(r) = Ajℓ(kr), (0 ≤ r ≤ b) (146)

と書ける。ここで k2 = 2µE/ℏ2で、定数Aは規格化条件 (134)から決定できる（演習問題）。

井戸の外側 (b < r)ではポテンシャルが無限大なので、存在確率は 0になり波動関数は 0でなけれ
ばならない。波動関数の連続性から、井戸の端（r = b）での境界条件は

Rℓ(b) = 0 (147)

となる（b ̸= 0であれば uℓ(b) = 0とRℓ(b) = 0は等価）。境界条件が 2つ（r = 0と r = b）与えら
れると離散固有値を持つ束縛状態が解になる。

球ベッセル関数は振動関数：jℓ(z)の零点（jℓ(z) = 0となる zの値）を zn,ℓ（nは zが小さい方か
ら順に零点をラベルする添字）とする。
境界条件 (147)を満たすには零点が井戸の端 r = bに一致すれば良いので、解の条件は

kb = zn,ℓ

を満たす kが解になる。固有エネルギーに直すと

En,ℓ =
ℏ2k2

2µ
=

ℏ2z2n,ℓ
2µb2

(148)
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4 水素原子
4.1 問題設定と目標
水素原子：電子と陽子がクーロンポテンシャルで束縛された系
古典電磁気学の問題点：

• 加速度運動する電子はエネルギーを失い安定に存在できない

• 原子の放出するX線のスペクトルの振動数が 1/n2 − 1/m2（n, m整数）に比例？

以下示すこと：量子力学でクーロンポテンシャル問題（eは素電荷、ε0は真空の誘電率）

V (r) = − e2

4πε0

1

r
(149)

を解くと、

En ∝
1

n2
(n = 1, 2, · · · ) (150)

という安定なエネルギー準位（固有状態）が得られる。
線スペクトル：異なる準位間を電子が遷移する際に出す電磁波のエネルギー

4.2 準備
微細構造定数：電磁気力の基本的な定数（cは光速）、無次元

α =
e2

4πε0ℏc
≃ 1

137
⇒ V (r) = −αℏc

r
(151)

ボーア半径：原子の典型的な長さスケール

aB =
4πε0ℏ2

mee2
=

ℏ
mecα

≃ 5.29× 10−11 m (152)

電子（位置 re、質量me）と陽子（位置 rp、質量mp）の 2粒子系のハミルトニアンとシュレディ
ンガー方程式：

Ĥ =
p̂2
e

2me

+
p̂2
p

2mp

+ V (|r̂e − r̂p|), ĤΦ(re, rp) = EΦ(re, rp) (153)

Φ(re, rp)は波動関数、ポテンシャルは 2粒子の相対距離 |re − rp|のみの関数
重心座標R、相対座標 r、全質量M、換算質量 µ（図 6）

R =
mere +mprp
me +mp

, r = re − rp, M = me +mp, µ =
memp

me +mp

(154)
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陽子 電子

rp re

r = re − rp

図 6: 水素原子と座標の定義。

このとき、ハミルトニアンは重心部分 Ĥcmと相対部分 Ĥrelの和でかける（演習問題）

Ĥ = Ĥcm + Ĥrel, Ĥcm =
P̂ 2

2M
, Ĥrel =

p̂2

2µ
+ V (|r̂|) (155)

波動関数をΦ(rp, re) = Ψ(R)ψ(r)と変数分離すると、重心運動量が消える座標系では相対座標の
シュレディンガー方程式が[

p̂2

2µ
+ V (|r̂|)

]
ψ(r) = Eψ(r) (156)

となる（演習問題）。これはポテンシャル V (|r|)中の換算質量 µを持つ 1粒子のシュレディンガー
方程式。水素原子の場合、陽子の質量が電子の質量の約 2000倍なので、換算質量は

µ =
memp

me +mp

≃ 0.511 MeV/c2 × 938.272 MeV/c2

0.511 MeV/c2 + 938.272 MeV/c2
≃ 0.511 MeV/c2 (157)

とほぼ電子質量になる。

4.3 シュレディンガー方程式
質量 µ、ポテンシャルが V (r) = −ℏcα/rの動径方向のシュレディンガー方程式

− ℏ2

2µ

1

r

d2

dr2
[rRℓ(r)] +

[
−ℏcα

r
+
ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2

]
Rℓ(r) = ERℓ(r)

ポテンシャルが無限遠で 0になるので、束縛状態は E < 0の領域に存在。以下では束縛エネル
ギーBを

B = −E > 0

と定義し、変数を無次元化するために

ρ =

√
8µB

ℏ2
r, ε = cα

√
µ

2B
, fℓ(ρ) = Rℓ(r) (158)

を導入すると（ρは無次元化した座標、εにエネルギーの情報Bが含まれる）、シュレディンガー
方程式は

d2

dρ2
fℓ(ρ) +

2

ρ

d

dρ
fℓ(ρ)−

ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
fℓ(ρ) +

(
ε

ρ
− 1

4

)
fℓ(ρ) = 0 (159)

となる（演習問題）。

34



4.4 漸近解と級数展開
式 (159)を解く方針：1) ρ → ∞および 2) ρ → 0の振る舞い（漸近解）を調べたのち、残りの部
分を級数展開する。
1) ρ→∞のとき（ρ ∝ rより r →∞）、式 (159)で 1/ρ、1/ρ2に比例する項は無視できるので、

d2

dρ2
fℓ(ρ)−

1

4
fℓ(ρ) = 0 (ρ→∞)

d2

dρ2
Fℓ(ρ) =

1

4
fℓ(ρ) (ρ→∞)

この方程式の一般解は

fℓ(ρ) = C1e
−ρ/2 + C2e

+ρ/2 (ρ→∞) (160)

であるが、束縛解の境界条件（ρ→∞で fℓ(ρ)→ 0）よりC2 = 0、よって

fℓ(ρ) = C1e
−ρ/2 (ρ→∞) (161)

2) ρ→ 0のとき（ρ ∝ rより r → 0）、uℓ(r) ∼ rℓ+1より、fℓ(ρ) = Rℓ(r) = uℓ(r)/r ∼ rℓ、よって

fℓ(ρ) ∼ ρℓ (ρ→ 0) (162)

(161)、(162)の条件を満たす解の候補として

fℓ(ρ) = ρℓe−ρ/2Lℓ(ρ) (163)

を考える。Lℓ(ρ)を級数展開して

Lℓ(ρ) =
∞∑
n=0

anρ
n = a0 + a1ρ+ · · · (164)

とすると、(162)の条件（ρ→ 0）は

fℓ(ρ) = ρℓ (1− ρ/2 + · · · ) (a0 + a1ρ+ · · · ) (ρ→ 0)

となるが、これが ρℓのように振る舞うには

a0 ̸= 0 (165)

である必要がある。(161)の条件（ρ→∞）は後ほど考慮する。

式 (163)の解の形を式 (159)に代入（演習問題）：Lℓ(ρ)に対するラゲールの陪微分方程式

ρ
d2

dρ2
Lℓ(ρ) + (2ℓ+ 2− ρ) d

dρ
Lℓ(ρ) + (ε− ℓ− 1)Lℓ(ρ) = 0 (166)
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級数展開 (164)を代入すると

ρ
d2

dρ2

∞∑
n=0

anρ
n + (2ℓ+ 2− ρ) d

dρ

∞∑
n=0

anρ
n + (ε− ℓ− 1)

∞∑
n=0

anρ
n = 0

∞∑
n=0

n(n− 1)anρ
n−1 +

∞∑
n=0

(2ℓ+ 2)nanρ
n−1 −

∞∑
n=0

nanρ
n +

∞∑
n=0

(ε− ℓ− 1) anρ
n = 0

∞∑
n=0

n(n− 1 + 2ℓ+ 2)anρ
n−1 +

∞∑
n=0

(ε− ℓ− 1− n) anρn = 0

∞∑
m=−1

(m+ 1)(m+ 2ℓ+ 2)am+1ρ
m +

∞∑
n=0

(ε− ℓ− 1− n) anρn = 0

ここでm = n− 1とした。任意の ρでこれが成立するには、ρの各次数の係数が 0にならなければ
ならない。ρjの係数（第 1項でm = j、第 2項で n = jの項）に注目すると

(j + 1)(j + 2ℓ+ 2)aj+1 + (ε− ℓ− 1− j) aj = 0

(j + 1)(j + 2ℓ+ 2)aj+1 = − (ε− ℓ− 1− j) aj

aj+1 =
j + ℓ+ 1− ε

(j + 1)(j + 2ℓ+ 2)
aj (167)

を得る。式 (165)より εが任意の実数であれば級数は無限次まで続いてしまうが、jが大きい時

aj+1 =
j + · · ·
j2 + · · ·

aj ∼
1

j
aj (j ≫ 1)

となるので、aj ∼ 1/(j − 1)!に近づく。この無限和は指数関数

Lℓ(ρ) ∼
∞∑
j

1

(j − 1)!
ρj = ρ

∞∑
j

1

(j − 1)!
ρj−1 = ρ

∞∑
j

1

j!
ρj = ρeρ

に収束し、

fℓ(ρ) ∼ ρℓe−ρ/2ρeρ = ρℓ+1eρ/2

となり、ρ→∞で発散してしまう。よって級数展開が有限項で終わることが必要である。Lℓ(ρ)の
最大次数を j = nrとすると、εは

ε = nr + ℓ+ 1 (168)

となる。nrは最大次数なので非負整数（0, 1, 2, · · ·）で、動径量子数と呼ぶ。ℓも角運動量の大き
さなので非負整数である。よって εは整数で、最小の値は nr = ℓ = 0の場合の ε = 1。つまり ε

は正の整数（1, 2, · · ·）になる。これを主量子数 nと書いて

n = nr + ℓ+ 1 = 1, 2, · · · (169)

となる。
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4.5 エネルギー準位と縮退度
式 (158)の εの定義に nを代入し、B = −Eを用いると

n = cα

√
µ

2(−E)

n2 = c2α2 µ

2(−E)

En = −µc
2α2

2

1

n2
= − µe4

32π2ε20ℏ2
1

n2
(n = 1, 2, · · · )

となる。級数展開が有限項で終わる条件から ε = nが離散的になり、結果としてエネルギーが離散
化された。nで決まる固有エネルギーEnのことをエネルギー準位と呼ぶ。水素原子のエネルギー
準位の特徴は（図 7参照）

• 主量子数（整数）nの−2乗に比例

• n = 1が基底状態、n > 1が励起状態（En > E1）をあらわす（絶対値が小さくなる）

• nが増えると準位間隔が狭くなり、E = 0とE = E1の間に無限個の準位が存在

主量子数 nに対し可能な nr, ℓの組み合わせは

n = 1 (nr, ℓ) = (0, 0)

n = 2 (nr, ℓ) = (1, 0), (0, 1)

...

n = N (nr, ℓ) = (N − 1, 0), (N − 2, 1), · · · , (1, N − 2), (0, N − 1)

つまり ℓは 0から n− 1までの n個の値をとりうる。動径量子数 nrは動径波動関数のノード（節）
の数を表しているが、これに対する縮退度はない。よって水素原子の準位は主量子数 nと角運動
量 ℓで指定される。ℓ = 0, 1, 2, 3, · · · に対し s, p, d, f, · · · という分光学的表記を用いると

n = 1 1s

n = 2 2s, 2p

n = 3 3s, 3p, 3d

...

となる。

各 ℓに対しmの数が 2ℓ+ 1個あるので、主量子数 nの準位の縮退度は
n−1∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) = 2
n−1∑
ℓ=0

ℓ+
n−1∑
ℓ=0

1 = 2
n(0 + n− 1)

2
+ n = n2
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1s

2s
3s

2p
3p 3d

⋮ ⋮ ⋮

ℓ = 0 1 2 3 ⋯

⋯

E1

E2

E3
⋮
0

連続状態

図 7: 水素原子のエネルギー準位。

となる。n2の縮退度は回転対称性から決まる縮退度 2ℓ+ 1より多い。より多くの状態が縮退する
ことは、より強い対称性（隠れた対称性）の存在を示唆している。群論では 3次元の回転対称性
は SO(3)という群で表現され、ここから 2ℓ+ 1重の縮退が導かれるが、水素原子のハミルトニア
ンは SO(4)という 4次元の回転に相当する対称性を持つことが知られており、これが n2の縮退を
与えている。生成消滅演算子のような代数的方法で解くことにより、隠れた対称性を明確にする
ことができる。
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5 角運動量とスピン
5.1 目標
中心力ポテンシャルの計算で分かったこと

• 角度方向の解は球面調和関数 Y m
ℓ (θ, ϕ)

• L̂2の固有値：ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

• L̂zの固有値：mℏ

• ℓは非負整数でm = 0,±1, · · · ,±ℓ

角運動量演算子の交換関係のみで導出すると、ℓに対応する量が整数だけでなく半整数（1/2, 3/2, · · ·）
でも許されることを示す。
スピン量子数の概念を導入し、物理系への応用を示す。

5.2 角運動量演算子の交換関係
角運動量演算子：

L̂ = r̂ × p̂ =

ŷp̂z − ẑp̂yẑp̂x − x̂p̂z
x̂p̂y − ŷp̂x

 (170)

空間 3次元の座標と運動量の交換関係は (x, y, z) = (1, 2, 3)として

[r̂a, p̂b] = iℏδab, [r̂a, r̂b] = [p̂a, p̂b] = 0 (a, b = 1, 2, 3) (171)

つまり [x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = iℏでそれ以外（[x̂, p̂y]、[x̂, ŷ]など）は 0。

角運動量演算子の交換関係

[L̂x, L̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z]

= [ŷp̂z, ẑp̂x − x̂p̂z]− [ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z]

= [ŷp̂z, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z]

= ŷ[p̂z, ẑ]p̂x + x̂[ẑ, p̂z]p̂y

= ŷ(−iℏ)p̂x + x̂iℏp̂y
= iℏ(x̂p̂y − ŷp̂x)

= iℏL̂z
[L̂y, L̂z] = iℏL̂x
[L̂z, L̂x] = iℏL̂y
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完全反対称テンソル ϵabを用いると、これらはまとめて

[L̂a, L̂b] = iℏϵabcL̂c (172)

と表される（繰り返し添字については和をとる、補足A.16参照）。
L̂2 = L̂2

x + L̂2
y + L̂2

zと L̂zは交換する

[L̂2, L̂z] = [L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z, L̂z]

= [L̂2
x, L̂z] + [L̂2

y, L̂z]

= L̂x[L̂x, L̂z] + [L̂x, L̂z]L̂x + L̂y[L̂y, L̂z] + [L̂y, L̂z]L̂y

= L̂x(−iℏL̂y) + (−iℏL̂y)L̂x + L̂y(iℏL̂x) + (iℏL̂x)L̂y
= 0 (173)

[L̂2, L̂x] = 0 (174)

[L̂2, L̂y] = 0 (175)

交換する演算子の組は同時対角化可能で、同時固有状態が存在する（補足A.10参照）。
例）[L̂2, L̂z] = 0⇒ Y m

ℓ が固有値 ℓ(ℓ+ 1)ℏ2とmℏを持つ
例）中心力の場合に [Ĥ, L̂2] = 0⇒ ψℓが固有値Eと ℓ(ℓ+ 1)ℏ2を持つ。

[L̂2, L̂x] = 0なので L̂2と L̂xの同時固有状態も存在するが、[L̂x, L̂z] ̸= 0なので L̂2と L̂zと L̂xの
同時固有状態はない。
角運動量の大きさと 1つの方向成分を決定（観測）すると、他の方向成分は不確定になる。

角運動量演算子はエルミート：

L̂†
x = (ŷp̂z − ẑp̂y)† = p̂†zŷ

† − p̂†yẑ† = p̂zŷ − p̂yẑ = ŷp̂z − ẑp̂y = L̂x

5.3 生成消滅（昇降）演算子
無次元の角運動量演算子 jを定義（Lの次元は xpと同じで [x̂, p̂] = iℏより ℏと同じ）

ĵ =
L̂

ℏ
(176)

交換関係は、式 (172)より（ℏがなくなる）

[ĵa, ĵb] = iϵabcĵc (177)

生成演算子（上昇演算子とも呼ばれる）

ĵ+ = ĵx + iĵy (178)
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消滅演算子（下降演算子とも呼ばれる）

ĵ− = ĵx − iĵy (179)

これらは ĵ± = ĵ†∓の関係にある。生成消滅演算子同士の交換関係（[ĵ−, ĵ−] = [ĵ+, ĵ+] = 0）

[ĵ+, ĵ−] = [ĵx + iĵy, ĵx − iĵy] = −i[ĵx, ĵy] + i[ĵy, ĵx] = −iiĵz + i(−iĵz) = 2ĵz (180)

生成消滅演算子と ĵz、ĵ2との交換関係

[ĵz, ĵ−] = [ĵz, ĵx − iĵy] = [ĵz, ĵx]− i[ĵz, ĵy] = iĵy − i(−iĵx) = −(ĵx − iĵy)

= −ĵ− ([n̂, â] = −âと似ている) (181)

[ĵz, ĵ+] = ĵ+ ([n̂, â†] = â†と似ている) (182)

[ĵ2, ĵ−] = [ĵ2, ĵx − iĵy] = [ĵ2, ĵx]− i[ĵ2, ĵy] = 0 (183)

[ĵ2, ĵ+] = 0 (184)

ĵ2の表記（後で使うための変形）：

ĵ2 = ĵ2x + ĵ2y + ĵ2z (185)

ここで

ĵ+ĵ− = (ĵx + iĵy)(ĵx − iĵy)

= ĵ2x + iĵy ĵx − iĵxĵy + ĵ2y

= ĵ2x + ĵ2y − i[ĵx, ĵy]

= ĵ2x + ĵ2y + ĵz

ĵ2x + ĵ2y = ĵ+ĵ− − ĵz

なので

ĵ2 = ĵ+ĵ− − ĵz + ĵ2z (186)

また式 (180)より ĵ+ĵ− = ĵ−ĵ+ + 2ĵzなので

ĵ2 = ĵ−ĵ+ + 2ĵz − ĵz + ĵ2z = ĵ−ĵ+ + ĵz + ĵ2z (187)

5.4 固有状態
ĵ2と ĵzは交換するので同時固有状態を持つ。それぞれの固有値を λ、mとして、規格化された固
有状態を |λ,m⟩と表記（まだmは整数とは分かっていないことに注意）：

ĵ2 |λ,m⟩ = λ |λ,m⟩ (188)

ĵz |λ,m⟩ = m |λ,m⟩ (189)

⟨λ,m|λ,m⟩ = 1 (190)
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ĵ±を作用させたときの λの変化：式 (184)、式 (183)より

ĵ2(ĵ± |λ,m⟩) = ĵ±ĵ
2 |λ,m⟩ = ĵ±λ |λ,m⟩ = λ(ĵ± |λ,m⟩)

つまり ĵ±を作用させても固有値 λは変化しない。

ĵ±を作用させたときのmの変化：式 (181)と (182)をまとめると

[ĵz, ĵ±] = ±ĵ±
ĵz ĵ± − ĵ±ĵz = ±ĵ±

ĵz ĵ± = ĵ±ĵz ± ĵ±
ĵz(ĵ± |λ,m⟩) = (ĵ±ĵz ± ĵ±) |λ,m⟩

= ĵ±(ĵz ± 1) |λ,m⟩

= ĵ±(m± 1) |λ,m⟩

= (m± 1)(ĵ± |λ,m⟩)

つまり ĵ+（ĵ−）を作用させるとは固有値mが 1大きい（1小さい）状態になる。

式 (185)（ĵ2 = ĵ2x + ĵ2y + ĵ2z）を状態 |λ,m⟩で挟むと

⟨λ,m| ĵ2 |λ,m⟩ = ⟨λ,m| ĵ2x |λ,m⟩+ ⟨λ,m| ĵ2y |λ,m⟩+ ⟨λ,m| ĵ2z |λ,m⟩ (191)

左辺は、|λ,m⟩は規格化してあることから

⟨λ,m| ĵ2 |λ,m⟩ = ⟨λ,m|λ |λ,m⟩ = λ ⟨λ,m|λ,m⟩ = λ

一方右辺第 3項は

⟨λ,m| ĵ2z |λ,m⟩ = ⟨λ,m| ĵzm |λ,m⟩ = ⟨λ,m|m2 |λ,m⟩ = m2

であり、ĵx、ĵyはエルミートなので

⟨λ,m| ĵ2x |λ,m⟩ = ⟨λ,m| ĵ†xĵx |λ,m⟩ = ∥ĵx |λ,m⟩ ∥2 ≥ 0

⟨λ,m| ĵ2y |λ,m⟩ ≥ 0

よって式 (191)より

λ = ⟨λ,m| ĵ2x |λ,m⟩+ ⟨λ,m| ĵ2y |λ,m⟩︸ ︷︷ ︸
≥0

+m2 (192)

λ ≥ m2 ≥ 0 (ĵzがエルミートなのでmは実数) (193)

となるが、この意味は
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• λは非負

•
√
λ ≥ |m|、つまり−

√
λ ≤ m ≤

√
λとなりmに上限と下限がある。

実際のmの上限は必ずしも
√
λとは限らない（mを決めたときの ĵ2xなどの期待値がわからないの

で）。mの最大値を j ≥ 0と定義すると、状態 |λ, j⟩（ĵzの固有値mが最大値 jである状態）に ĵ+

を作用させてもm = j + 1の状態はないので

ĵ+ |λ, j⟩ = 0 (194)

となる。ここで式 (187)の ĵ2の表式を |λ, j⟩に作用させると

ĵ2 |λ, j⟩ = (ĵ−ĵ+ + ĵz + ĵ2z ) |λ, j⟩

λ |λ, j⟩ = (j + j2) |λ, j⟩

つまり

λ = j(j + 1) = j2 + j (195)

一方 |λ, j⟩に消滅演算子 ĵ−を作用させることでm = j − 1, j − 2, · · · の状態が作られるがmには
下限が存在するので、n回作用させた時に

(ĵ−)
n |λ, j⟩ ∝ |λ, j − n⟩

(ĵ−)
n+1 |λ, j⟩ ∝ ĵ− |λ, j − n⟩ = 0

となる nが存在する。式 (186)の ĵ2の表式を |λ, j − n⟩に作用させると

ĵ2 |λ, j − n⟩ = (ĵ+ĵ− − ĵz + ĵ2z ) |λ, j − n⟩

λ |λ, j − n⟩ = [−(j − n) + (j − n)2] |λ, j − n⟩

λ = −j + n+ j2 − 2nj + n2 = n2 + n(1− 2j) + j2 − j

以上より

j2 + j = n2 + n(1− 2j) + j2 − j

0 = n2 + n(1− 2j)− 2j

0 = (n− 2j)(n+ 1)

この解は n = 2jまたは n = −1であるが、nは演算回数なので非負整数であることから、

j =
n

2
n = 0, 1, 2, · · ·

を得る。このときmの最小値は j − n = j − 2j = −jとなる。以上まとめると、

λ = j(j + 1) (196)

m = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j (197)

ただし jは非負整数（0, 1, 2, · · ·、角運動量に対応）または正の半整数（1/2, 3/2, 5/2, · · ·）。
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5.5 固有状態の規格化
角運動量の場合と揃えて固有状態をmの最大値 jを用いて |j,m⟩と表記し直す。

ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1) |j,m⟩ , ĵz |j,m⟩ = m |j,m⟩ (198)

ĵ+ |j,m⟩の ĵz固有値はm+ 1であったので、定数N+を用いて
ĵ+ |j,m⟩ = N+ |j,m+ 1⟩ (199)

と書ける。|j,m⟩、|j,m+ 1⟩ともに規格化されているとしてN+を求める。
ĵ†+ = ĵ−と式 (187)から

ĵ2 − ĵz − ĵ2z = ĵ−ĵ+ = ĵ†+ĵ+ (200)

であるので、式 (199)の左辺のノルムの 2乗は
∥ ĵ+ |j,m⟩ ∥2 = ⟨j,m| ĵ†+ĵ+ |j,m⟩

= ⟨j,m| ĵ2 − ĵz − ĵ2z |j,m⟩

= ⟨j,m| [j(j + 1)−m−m2] |j,m⟩

= j(j + 1)−m−m2 ←状態 |j,m⟩の規格化
一方右辺は

∥ N+ |j,m+ 1⟩ ∥2 = N∗
+ ⟨j,m+ 1|N+ |j,m+ 1⟩ = |N+|2 ←状態 |j,m+ 1⟩の規格化

よって |N+|2 = j(j + 1)−m−m2となるが、正符号を選んで（Condon-Shortleyの規約）
N+ =

√
j2 −m2 + j −m =

√
(j −m)(j +m) + j −m =

√
(j −m)(j +m+ 1)

ĵ+ |j,m⟩ =
√

(j −m)(j +m+ 1) |j,m+ 1⟩ (201)

同様に
ĵ− |j,m⟩ =

√
(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1⟩ (202)

ここまでのまとめ
交換関係

[ĵa, ĵb] = iϵabcĵc (203)

を満たす演算子 ĵa（a = 1, 2, 3）は ĵ2と ĵzの同時固有状態 |j,m⟩を作ることができ、

ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1) |j,m⟩ , j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · · (204)

ĵz |j,m⟩ = m |j,m⟩ , m = j, j − 1, · · · ,−j (205)

jが半整数の場合、m = 0は含まれないことに注意（j = 1
2
のとき、m = +1

2
,−1

2
）。微分方程式で

考えた角運動量は jが整数の場合のみ（Y m
ℓ (θ, ϕ) ∝ eimϕ）。ĵは一般化された角運動量演算子で j

が半整数の場合はスピン角運動量に対応する（補足A.17の説明も参照）。
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5.6 スピン
スピン角運動量

• 量子力学的な粒子（電子、核子、原子など）が持つ固有の角運動量

• 粒子の回転運動による角運動量（軌道角運動量と呼ぶ）と別に存在する内部自由度で、軌道
角運動量 ℓ = 0の（空間的に回転していない）状態でも有限の値を持つ

• 複合粒子（原子=電子+原子核）だけでなく、素粒子（電子など）もスピンを持つ

• イメージは “自転”（軌道角運動量が公転）、ただし古典的な対応物は無い

• 大きさは ℏの非負整数または正の半整数倍（0, 1
2
, 1, 3

2
, · · ·）

S

L

r

図 8: 軌道角運動量LとスピンSの模式図。

5.7 スピン演算子
スピンに対応する演算子（無次元）を軌道角運動量と同様に導入

ŝ = (ŝx, ŝy, ŝz) (206)

固有状態 |s,ms⟩に対する作用

ŝ2 |s,ms⟩ = s(s+ 1) |s,ms⟩ , ŝz |s,ms⟩ = ms |s,ms⟩ (207)

交換関係などは ĵと同じ：（[ŝa, ŝb] = iϵabcŝc）

[ŝx, ŝy] = iŝz, [ŝy, ŝz] = iŝx, [ŝz, ŝx] = iŝy (208)

ŝ+ = ŝx + iŝy, ŝ− = ŝx − iŝy, ŝ2 = ŝ2x + ŝ2y + ŝ2z (209)

ŝ+ |s,ms⟩ =
√

(s−ms)(s+ms + 1) |s,ms + 1⟩ (210)

ŝ− |s,ms⟩ =
√

(s+ms)(s−ms + 1) |s,ms − 1⟩ (211)

スピン演算子 ŝは座標、運動量、軌道角運動量と交換する

[r̂, ŝ] = 0, [p̂, ŝ] = 0, [L̂, ŝ] = 0 (212)
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スピンを持つ粒子（電子など）は、軌道角運動量（大きさ ℓ、z成分m）とスピン（大きさ s、z成
分ms）を同時に持つ

|ψ⟩ = |ℓ,m; s,ms⟩

角運動量の次元を持ったスピン演算子を Ŝ = ℏŝとすると、軌道とスピンを合わせた全角運動量
演算子 Ĵ は（角運動量の合成）

Ĵ = L̂+ Ŝ (213)

5.8 スピン1/2の固有状態
スピン 1

2
（スピンの大きさ s = 1

2
）の状態を考える。msは+1

2
または−1

2
。

msはベクトルの z方向成分なので、ms = +1/2をスピン上向き |↑⟩、−1/2を下向き |↓⟩と呼ぶ

|↑⟩ =
∣∣s = 1

2
,ms = +1

2

〉
(214)

|↓⟩ =
∣∣s = 1

2
,ms = −1

2

〉
(215)

式 (207)より、

ŝ2 |↑⟩ = ŝ2
∣∣s = 1

2
,ms = +1

2

〉
=

1

2

(
1

2
+ 1

) ∣∣s = 1
2
,ms = +1

2

〉
=

3

4
|↑⟩

ŝ2 |↓⟩ = 3

4
|↓⟩

ŝz |↑⟩ = ŝz
∣∣s = 1

2
,ms = +1

2

〉
= +

1

2

∣∣s = 1
2
,ms = +1

2

〉
=

1

2
|↑⟩

ŝz |↓⟩ = −
1

2
|↓⟩

つまり ŝ2の固有値はどちらも 3
4
、ŝzの固有値は±1

2
。式 (210)より

ŝ+ |↑⟩ = ŝ+
∣∣s = 1

2
,ms = +1

2

〉
=
√

(1
2
− 1

2
)(1

2
+ 1

2
+ 1)

∣∣s = 1
2
,ms = +3

2

〉
= 0

ŝ− |↑⟩ = ŝ−
∣∣s = 1

2
,ms = +1

2

〉
=
√

(1
2
+ 1

2
)(1

2
− 1

2
+ 1)

∣∣s = 1
2
,ms = −1

2

〉
= |↓⟩

ŝ+ |↓⟩ = |↑⟩

ŝ− |↓⟩ = 0

sが半整数の状態は球面調和関数では記述できないが、行列を用いて記述できる。
スピン 1

2
状態は 2成分複素ベクトル（スピノルと呼ばれる）で表現：

|↑⟩ =

(
1

0

)
, |↓⟩ =

(
0

1

)
(216)
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演算子は 2×2行列で表現：

ŝx =
1

2

(
0 1

1 0

)
, ŝy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, ŝz =

1

2

(
1 0

0 −1

)
(217)

ŝ+ = ŝx + iŝy =
1

2

(
0 1

1 0

)
+ i

1

2

(
0 −i
i 0

)
=

1

2

(
0 1− (−1)

1− 1 0

)
=

(
0 1

0 0

)
(218)

ŝ− =

(
0 0

1 0

)
(219)

ŝ2 =
1

4

(
1 0

0 1

)
+

1

4

(
1 0

0 1

)
+

1

4

(
1 0

0 1

)
=

3

4

(
1 0

0 1

)
(220)

演算子の固有値

ŝz |↑⟩ =
1

2

(
1 0

0 −1

)(
1

0

)
=

1

2

(
1

0

)
=

1

2
|↑⟩

ŝ2 |↑⟩ = 3

4

(
1 0

0 1

)(
1

0

)
=

3

4

(
1

0

)
=

3

4
|↑⟩

ŝ− |↑⟩ =

(
0 0

1 0

)(
1

0

)
=

(
0

1

)
= |↓⟩

パウリ行列σ：エルミートでトレースが 0の行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(221)

σ†
i = σi, Tr σi = 0 (222)

パウリ行列の交換関係、反交換関係は（因子 2に注意）

[σa, σb] = 2iϵabcσc, {σa, σb} = σaσb + σbσa = 2δab

(
1 0

0 1

)
(223)

これより

ŝ =
1

2
σ (224)

がスピン演算子の交換関係 [ŝa, ŝb] = iϵabcŝcを満たすことがわかる。

5.9 一般のスピン 1/2状態
状態 |↑⟩と |↓⟩はスピン 1

2
状態の完全系を張るので、任意の方向を向いたスピン状態は複素数 c↑, c↓

を用いた線形結合で

|σ⟩ = c↑ |↑⟩+ c↓ |↓⟩ =

(
c↑

c↓

)
, c↑, c↓ ∈ C (225)
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となる。状態の規格化より

1 = ⟨σ|σ⟩ =
(
c∗↑ ⟨↑|+ c∗↓ ⟨↓|

)(
c↑ |↑⟩+ c↓ |↓⟩

)
= |c↑|2 ⟨↑ | ↑⟩+ |c↓|2 ⟨↓ | ↓⟩

= |c↑|2 + |c↓|2

スピンの向きを極座標で表記すると |↑⟩は θ = 0、|↓⟩は θ = πの状態である（どちらも ϕは任意）。
一般の θ, ϕ方向を向いた状態は

|σ⟩ = cos
θ

2
|↑⟩+ sin

θ

2
eiϕ |↓⟩ =

(
cos θ

2

sin θ
2
eiϕ

)
(226)

⟨σ| = |σ⟩† = cos
θ

2
⟨↑|+ sin

θ

2
e−iϕ ⟨↓| =

(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

)
(227)

と書ける。実際に、スピン演算子の期待値を計算すると

⟨σ| ŝx |σ⟩ =
(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

) 1

2

(
0 1

1 0

)(
cos θ

2

sin θ
2
eiϕ

)

=
1

2

(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

)(sin θ
2
eiϕ

cos θ
2

)

=
e−iϕ + eiϕ

2
cos

θ

2
sin

θ

2

=
1

2
sin θ cosϕ

⟨σ| ŝy |σ⟩ =
(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

) 1

2

(
0 −i
i 0

)(
cos θ

2

sin θ
2
eiϕ

)

=
i

2

(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

)(− sin θ
2
eiϕ

cos θ
2

)

=
eiϕ − e−iϕ

2i
cos

θ

2
sin

θ

2

=
1

2
sin θ sinϕ

⟨σ| ŝz |σ⟩ =
(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

) 1

2

(
1 0

0 −1

)(
cos θ

2

sin θ
2
eiϕ

)

=
1

2

(
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

)( cos θ
2

− sin θ
2
eiϕ

)

=
1

2

(
cos2

θ

2
− sin2 θ

2

)
=

1

2
cos θ

各成分は大きさ r = 1
2
で角度 θ, ϕの位置ベクトル r = (1/2, θ, ϕ)の極座標表示になっている（図 2

参照）。
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6 角運動量と物理現象
6.1 目標
磁場中の荷電粒子の量子力学で軌道角運動量とスピンに関する物理現象を理解する

• 正常ゼーマン効果：軌道角運動量を持った荷電粒子（スピン無し）のエネルギー（§6.2, §6.3）

• ラーモア歳差運動：スピンを持った荷電粒子（軌道角運動量無し）のエネルギーと時間発展
（§6.4, §6.5）

6.2 外部磁場と軌道角運動量
電磁場中に電荷Q、質量mQの軌道角運動量を持った荷電粒子を置いた場合の相互作用。
§6.2, §6.3ではスピン無し。
静電場E(r)と静磁場B(r)：スカラーポテンシャル ϕ(r)とベクトルポテンシャルA(r)

E(r) = −∇ϕ(r), B(r) = ∇×A(r) (228)

荷電粒子に対するローレンツ力を導く古典電磁気学のハミルトニアンは（補足A.18参照）

H =
[p−QA(r)]2

2mQ

+Qϕ(r) (229)

よって量子力学のハミルトニアン演算子は

Ĥ =
[p̂−QA(r̂)]2

2mQ

+Qϕ(r̂) (230)

=
p̂2

2mQ

− Q

2mQ

(p̂ ·A(r̂) +A(r̂) · p̂) +Qϕ(r̂) +
[QA(r̂)]2

2mQ

(231)

これは形式的に以下のように演算子を置き換えることに対応する。

Ĥ → Ĥ −Qϕ(r̂), p̂→ p̂−QA(r̂) (232)

以下、弱い一様磁場のみがある場合を考える。電場がないので式 (231)のスカラーポテンシャル
の項は 0であり、最後の項（A2）はB2に比例するので磁場が小さい時は第 2項に比べて小さい。
よって式 (231)第 2項のみを考える。

Ĥ軌道 = − Q

2mQ

(p̂ ·A(r̂) +A(r̂) · p̂) (233)
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座標表示（p̂→ −iℏ∇、r̂ → r）して波動関数 ψ(r)に対する作用を見ると

Ĥ軌道ψ(r) =
iℏQ
2mQ

(∇ ·A(r) +A(r) ·∇)ψ(r)

=
iℏQ
2mQ

[∇ ·A(r)ψ(r) +A(r) ·∇ψ(r)]

=
iℏQ
2mQ

[{∇ ·A(r)}ψ(r) +A(r) ·∇ψ(r) +A(r) ·∇ψ(r)]

=
iℏQ
mQ

A(r) ·∇ψ(r) +
iℏQ
2mQ

{∇ ·A(r)}ψ(r)

となる。一様磁場B（座標にも時間にも依存しない）のベクトルポテンシャルは（補足A.19参照）
A =

1

2
B × r, ∇ ·A = 0 (234)

と書けるので、これを代入すると
Ĥ軌道 = − Q

mQ

1

2
(B × r) · (−iℏ∇)

= − Q

2mQ

(B × r̂) · p̂ ← (座標表示から演算子に戻す)

= − Q

2mQ

B · (r̂ × p̂) ← A · (B ×C) = (A×B) ·C

= − Q

2mQ

B · L̂ (235)

つまり荷電粒子が角運動量を持つと、磁場Bとの相互作用からエネルギーが生じる。古典電磁気
学で、電荷Qの荷電粒子が角運動量Lで円運動すると円電流が生じ、微小な円電流の作る磁場は
磁気双極子の作る磁場と同じであるため

µ =
QL

2mQ

(236)

の磁気モーメントを持つとみなせる（補足A.20参照）。外部磁場Bの中におくとE = −B ·µのエ
ネルギーを持つので（補足A.21参照）、これを量子化したものが相互作用ハミルトニアン (235)に
対応している。磁気回転比 γℓを量子力学的な軌道角運動量と磁気モーメントの比として定義する：

µ̂ = γℓL̂, γℓ =
Q

2mQ

(237)

磁場がある時の相互作用ハミルトニアンは
Ĥ軌道 = −B · µ̂ = −γℓB · L̂ (238)

6.3 正常ゼーマン効果
水素原子を一様な z方向正の向きで強さBの磁場（B = (0, 0, B)）の中に置く。電子の質量をme

とすると、電荷はQ = −e（e > 0）なので、ハミルトニアンは

Ĥ磁場 = Ĥ水素原子 +
eB

2me

L̂z (239)
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m = 0エ
ネ
ル
ギ
ー

図 9: ℓ = 1状態に対する正常ゼーマン効果。

磁場がないとき（B = 0）の固有関数と固有エネルギーは（mは磁気量子数）

Ĥ水素原子ψ
m
n,ℓ(r) = En ψ

m
n,ℓ(r)　 (mに依らない) (240)

ψmn,ℓ(r) = Rn,ℓ(r)Y
m
ℓ (θ, ϕ) (241)

Y m
ℓ (θ, ϕ)は L̂zの固有関数なので、ψmn,ℓ(r)は磁場があるとき（B ̸= 0）でも固有関数であり、

Ĥ磁場ψ
m
n,ℓ(r) =

[
Ĥ水素原子 +

eB

2me

L̂z

]
ψmn,ℓ(r) = En,mψ

m
n,ℓ(r) (mに依る) (242)

En,m = En +
eBmℏ
2me

(243)

磁場がなければmが異なる状態は縮退していたが、磁場を加えるとmの値によって異なるエネル
ギー固有値を持つ。磁場の効果でmの縮退が解けることを正常ゼーマン効果という。異なるmの
状態のエネルギーが縮退するのは中心力の回転対称性（x, y, zを入れ替えても不変）の帰結で、磁
場を z方向にかけたことで特定の方向が選ばれ対称性が破れ、mの縮退が解ける。

例）n = 2、ℓ = 1の状態（2p状態）のエネルギー

E2,m =


E2 +

eBℏ
2me

(m = +1)

E2 (m = 0)

E2 − eBℏ
2me

(m = −1)

, E2 = −
mee

4

32π2ε20ℏ2
1

4
(244)

準位間隔は磁場の強さBに比例。準位は奇数個（ℓが整数のとき 2ℓ + 1は奇数）に分離。量子力
学での軌道角運動量は ℏの整数倍なので、磁気モーメントの単位としてボーア磁子

µB =
eℏ
2me

(245)

を定義すると、正常ゼーマン効果による準位分裂の間隔は µBBとなる（図 9）。

6.4 外部磁場とスピン
電磁場中に電荷Q、質量mQのスピンを持った荷電粒子を置いた場合の相互作用。
§6.4, §6.5では軌道角運動量無し。
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スピンには古典的対応物がないので、古典電磁気学からハミルトニアンを決定できない。
ここでは軌道角運動量のハミルトニアン (238)との類推で、

Ĥスピン = −γsB · Ŝ = −ℏγsB · ŝ (246)

を考える。γsはスピンによる磁気回転比で、粒子の性質を反映した値になる。軌道による磁気回
転比から期待される値Q/(2mQ)とのズレとして、g因子を導入する：

γs = g
Q

2mQ

(247)

スピン 1/2の電子の場合、相対論的なディラック方程式から導出すると、

γs =
−e
me

, g = 2 (248)

を得る（さらに場の量子論による補正を加えると 2から少しずれる）。
式 (246)の相互作用で z方向の磁場B = (0, 0, B)の中の電子のエネルギーを考える。相互作用

Ĥスピン = −ℏγsBŝz

は ŝzの固有状態 |↑⟩の固有エネルギーをE↑、|↓⟩の固有エネルギーをE↓とすると

Ĥスピン |↑⟩ = −ℏγsBŝz |↑⟩ = −
ℏγsB
2
|↑⟩ = E↑ |↑⟩ (249)

E↑ = −
ℏγsB
2

, E↓ =
ℏγsB
2

(250)

ゼーマン効果のような準位の分裂と考えると、ms = ±1/2の固有状態 |↑⟩と |↓⟩のエネルギーは磁
場がなければ縮退していたが、磁場を加えるとmsの値によって異なるエネルギー固有値を持つ。
スピンが半整数の場合、準位は偶数個に分裂する。異常ゼーマン効果の起源である。

6.5 ラーモア歳差運動
一様磁場中のスピン 1/2の粒子の時間発展（時間とともに状態がどう変化するか）を考える。
時間に依存するシュレディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
|σ(t)⟩ = Ĥスピン |σ(t)⟩ (251)

時刻 tでのスピンの状態ベクトルは |↑⟩、|↓⟩の線形結合で

|σ(t)⟩ = c↑(t) |↑⟩+ c↓(t) |↓⟩ =

(
c↑(t)

c↓(t)

)
(252)

と書ける（この場合状態ベクトル |↑⟩、|↓⟩は時間に依存しない）。スピンの向きが時刻によって変
化すると、2つの状態の重みも tによって変化する。式 (250)の結果を使うと

Ĥスピン |σ(t)⟩ = c↑(t)Ĥスピン |↑⟩+ c↓(t)Ĥスピン |↓⟩

= c↑(t)E↑ |↑⟩+ c↓(t)E↓ |↓⟩
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なので、式 (251)に左から ⟨↑|を作用させ、規格直交性を使うと

⟨↑| iℏ ∂
∂t
|σ(t)⟩ = ⟨↑| Ĥスピン |σ(t)⟩

iℏ
∂

∂t
⟨↑| [c↑(t) |↑⟩+ c↓(t) |↓⟩] = ⟨↑| [c↑(t)E↑ |↑⟩+ c↓(t)E↓ |↓⟩]

iℏ
∂

∂t
c↑(t) = E↑c↑(t)

これは c↑(t)に関する微分方程式であり、解は

c↑(t) = c↑(0) exp

[
−iE↑

ℏ
t

]
= c↑(0) exp

[
i
γsB

2
t

]
となる。ここで積分定数を t = 0の値を用いて表した。同様に

c↓(t) = c↓(0) exp

[
−iE↓

ℏ
t

]
= c↓(0) exp

[
−iγsB

2
t

]
となる。初期状態として、角度 θ, ϕを向いたスピン状態

|σ(0)⟩ =

(
cos θ

2

sin θ
2
exp{iϕ}

)
=

(
c↑(0)

c↓(0)

)
(253)

を用いると、一般の時刻での状態は

|σ(t)⟩ =

(
cos θ

2
exp

{
iγsB

2
t
}

sin θ
2
exp

{
i(ϕ− γsB

2
t)
}) (254)

となる。これにより期待値を計算すると

⟨σ(t)| ŝx |σ(t)⟩

=
(
cos θ

2
exp

{
−iγsB

2
t
}

sin θ
2
exp

{
−i(ϕ− γsB

2
t)
}) 1

2

(
0 1

1 0

)(
cos θ

2
exp

{
iγsB

2
t
}

sin θ
2
exp

{
i(ϕ− γsB

2
t)
})

=
1

2

(
cos θ

2
exp

{
−iγsB

2
t
}

sin θ
2
exp

{
−i(ϕ− γsB

2
t)
})(sin θ

2
exp

{
i(ϕ− γsB

2
t)
}

cos θ
2
exp

{
iγsB

2
t
} )

=
exp

{
i(ϕ− γsB

2
t− γsB

2
t)
}
+ exp

{
−i(ϕ− γsB

2
t− γsB

2
t)
}

2
cos

θ

2
sin

θ

2

=
exp {i(ϕ− γsBt)}+ exp {−i(ϕ− γsBt)}

2
cos

θ

2
sin

θ

2

=
1

2
sin θ cos(ϕ− γsBt)

同様に

⟨σ(t)| ŝy |σ(t)⟩ =
1

2
sin θ sin(ϕ− γsBt)

⟨σ(t)| ŝz |σ(t)⟩ =
1

2
cos θ

z方向成分を一定に保ちながら x, y平面内を歳差運動する（ラーモア歳差運動）。スピン状態のエ
ネルギー差から歳差運動が生まれる。
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7 角運動量の合成
7.1 目標
角運動量が複数存在する系を、全体の（合成された）角運動量で記述する。

• 水素原子中の電子：電子のスピンと軌道角運動量

• 2電子系：電子Aのスピンと電子Bのスピン（運動していれば軌道角運動量も）

基本的にはベクトルの足し算。群論では SU(2)の表現のテンソル積の規約分解に対応する。

角運動量 jAcl と jBcl をもつ 2質点系の古典力学、系の全角運動量は

jcl = jAcl + jBcl

これを角運動量の合成と呼ぶ。合成角運動量 jclの長さは

jcl =
√

(jAcl + jBcl )
2 =

√
(jAcl )

2 + (jBcl )
2 + 2jAcl · jBcl =

√
(jAcl )

2 + (jBcl )
2 + 2jAclj

B
cl cos θ

となり、最大値は θ = 0の場合（ベクトルを同じ向きで足す）で jcl = jAcl + jBcl、最小値は θ = πの
（反対向きで足す）で jcl = |jAcl − jBcl |となる。古典的には jclは最大と最小の間の任意の実数。

jA
cl

jB
cl

jcl

θ

図 10: 古典的な角運動量の合成。

7.2 角運動量の合成
2つの独立な角運動量演算子 ĵA、ĵBを持つ系を考える。それぞれの交換関係と固有状態

[ĵAa , ĵ
A
b ] = iϵabcĵ

A
c , [ĵBa , ĵ

B
b ] = iϵabcĵ

B
c (255)

(ĵA)2 |jA,mA⟩ = jA(jA + 1) |jA,mA⟩ , (ĵB)2 |jB,mB⟩ = jB(jB + 1) |jB,mB⟩ (256)

ĵA3 |jA,mA⟩ = mA |jA,mA⟩ , ĵB3 |jB,mB⟩ = mB |jB,mB⟩ (257)
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2つの角運動量が独立という仮定から、AとBの角運動量は交換する
[ĵAa , ĵ

B
b ] = 0 (任意の a, b = 1, 2, 3) (258)

それぞれの角運動量の大きさと第 3成分は相手に独立に選ぶことができるので、合成系の状態は両
方の角運動量の大きさと第 3成分 jA,mA, jB,mBで指定できる。合成系をテンソル積表現と呼び、

|jA,mA, jB,mB⟩ = |jA,mA⟩ ⊗ |jB,mB⟩ (259)

と表記する（補足A.22参照）。固定した jA, jBに対し、磁気量子数は |mA| ≤ jA, |mB| ≤ jBなので
|jA, jA, jB, jB⟩, |jA, jA, jB, jB − 1⟩ , · · · , |jA, jA, jB,−jB⟩

|jA, jA − 1, jB, jB⟩, |jA, jA − 1, jB, jB − 1⟩ , · · ·
...

|jA,−jA, jB, jB⟩, |jA,−jA, jB, jB − 1⟩ , · · · (260)

という状態が可能で、全体で (2jA + 1)(2jB + 1)個の状態が存在する。

角運動量はベクトルなので、合成系の角運動量演算子を
ĵ = ĵA + ĵB = ĵA ⊗ 1̂ + 1̂⊗ ĵB (261)

と定義すると、ĵも角運動量の交換関係を満たす。
[ĵa, ĵb] = iϵabcĵc, [ĵ2, ĵ3] = 0 (262)

確認）
[ĵ1, ĵ2] = [ĵA1 + ĵB1 , ĵ

A
2 + ĵB2 ]

= [ĵA1 , ĵ
A
2 ] + [ĵB1 , ĵ

B
2 ]

= iĵA3 + iĵB3

= i(ĵA3 + ĵB3 ) = iĵ3

角運動量の一般論から、交換関係 (262)を満たす演算子の固有状態は
ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1) |j,m⟩ , ĵ3 |j,m⟩ = m |j,m⟩ (263)

と量子数 j,mによって特定できる。合成系の任意の状態は jA,mA, jB,mBで表記したテンソル積
表現 (259)の線形結合で記述できるので、固有状態 |j,m⟩を展開すると

|j,m⟩ =
∑

mA,mB

Cjm
jAmAjBmB |jA,mA, jB,mB⟩ (264)

となる。展開係数 Cjm
jAmAjBmB をクレプシュ-ゴルダン（Clebsch-Gordan）係数と呼ぶ。これは

状態の完全性∑mA,mB |jA,mA, jB,mB⟩ ⟨jA,mA, jB,mB| = 1より
Cjm
jAmAjBmB = ⟨jA,mA, jB,mB|j,m⟩ (265)

と表記できる。
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合成系の j,mの決定
• テンソル積表現の状態 |jA,mA, jB,mB⟩に ĵ3を作用させると、

ĵ3 |jA,mA, jB,mB⟩ = (ĵA3 + ĵB3 ) |jA,mA, jB,mB⟩

= (ĵA3 ⊗ 1̂ + 1̂⊗ ĵB3 )
(
|jA,mA⟩ ⊗ |jB,mB⟩

)
= ĵA3 |jA,mA⟩ ⊗ 1̂ |jB,mB⟩+ 1̂ |jA,mA⟩ ⊗ ĵB3 |jB,mB⟩

= mA |jA,mA⟩ ⊗ |jB,mB⟩+mB |jA,mA⟩ ⊗ |jB,mB⟩

= (mA +mB) |jA,mA, jB,mB⟩

である。つまりこの状態はm = mA +mBを持つ。

• mの最大値はm = jA + jB（mA = jA、mB = jBのとき）、最小値はm = −jA − jB

• j は量子化された角運動量ベクトルの “長さ”。古典的な合成角運動量ベクトルの長さは、
|jAcl − jBcl | ≤ jcl ≤ jAcl + jBcl の任意の値を取りうるが、量子力学では jは離散的な値しか取れ
ないので、可能な jの値として

j = jA + jB, jA + jB − 1, · · · , |jA − jB| (266)

が得られる。確認：各 jについて 2j + 1個のmがとれるので、全ての状態の数は
jA+jB∑

j=|jA−jB |

(2j + 1)

で与えられる。この和を評価する上では一般性を失わず jA > jBとして良いので
jA+jB∑
j=jA−jB

(2j + 1) = 2

jA+jB∑
j=jA−jB

j +

jA+jB∑
j=jA−jB

1

= 2
[jA + jB − (jA − jB) + 1](jA − jB + jA + jB)

2

+ jA + jB − (jA − jB) + 1

= (2jB + 1)2jA + 2jB + 1

= (2jA + 1)(2jB + 1)

となり、式 (260)のテンソル積表現の状態数と一致する。

• m = jA + jBの状態は |j,m⟩でもテンソル積表現でも 1通りしかないので
|jA + jB, jA + jB⟩ = |jA, jA, jB, jB⟩ (267)

となる。消滅演算子
ĵ− = ĵ1 − iĵ2 = ĵA1 + ĵB1 − iĵA2 − iĵB2 = ĵA− + ĵB− (268)

を定義し両辺に作用させることでクレプシュ-ゴルダン係数が決定できる。1
1ただし位相に不定性があり、通常使われるクレプシュ-ゴルダン係数の表は Condon-Shortleyの規約に基づく。
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7.3 2電子系のスピン
スピン 1/2を持った電子Aと電子B、軌道角運動量は考えない。テンソル積表現の状態は

|sA,mA
s , s

B,mB
s ⟩ ∈

{
|↑A, ↑B⟩ , |↑A, ↓B⟩ , |↓A, ↑B⟩ , |↓A, ↓B⟩

}
(269)

の 4つが可能（sA = sB = 1/2は省略しmA
s ,m

B
s のみを矢印で表記）。これは式 (260)に対応し、状

態数は (2 × 1
2
+ 1)(2 × 1

2
+ 1) = 4である。それぞれのスピン演算子を ŝA、ŝBと書くと、合成系

のスピン演算子は（式 (261)に対応）

ŝ = ŝA + ŝB (270)

合成系のスピンの大きさ sの取りうる値は、sA = sB = 1/2なので、

s =
1

2
+

1

2
= 1, s =

1

2
− 1

2
= 0 (271)

つまりスピン 1とスピン 0の 2通り（式 (266)に対応）。スピン 1の磁気量子数msは±1と 0がと
れるので、合成系のスピンで表した状態は

|s,ms⟩ ∈ { |0, 0⟩ , |1,+1⟩ , |1, 0⟩ , |1,−1⟩ } (272)

の 4つが可能。これが式 (269)の状態の線形結合で書かれる。式 (269)の状態をmsで分類すると、
ms = mA

s +mB
s なので

ms = +1 : |↑A, ↑B⟩ , (273)

ms = 0 : |↑A, ↓B⟩ , |↓A, ↑B⟩ , (274)

ms = −1 : |↓A, ↓B⟩ , (275)

よってmsが最大（+1）と最小（−1）の状態は

|1,+1⟩ = |↑A, ↑B⟩ , 式 (267)に対応 (276)

|1,−1⟩ = |↓A, ↓B⟩ (277)

ms = 0の状態を得るには、

ĵ− |j,m⟩ =
√

(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1⟩ (278)

の関係を使う。スピンの消滅演算子は ŝ− = ŝA− + ŝB−。|1,+1⟩に消滅演算子を作用させると、

ŝ− |1,+1⟩ =
√
(1 + 1)(1− 1 + 1) |1, 0⟩ =

√
2 |1, 0⟩ (279)

一方それぞれのスピンを用いて表現すると

ŝ− |1,+1⟩ = (ŝA− + ŝB−) |↑A, ↑B⟩

= ŝA− |↑A⟩ ⊗ |↑B⟩+ |↑A⟩ ⊗ ŝB− |↑B⟩

= |↓A, ↑B⟩+ |↑A, ↓B⟩
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より
|1, 0⟩ = 1√

2

(
|↓A, ↑B⟩+ |↑A, ↓B⟩

)
=

1√
2
|↓A, ↑B⟩+ 1√

2
|↑A, ↓B⟩ (280)

となる。この計算で得られたクレプシュ-ゴルダン係数は、式 (264)と比較して

C1,0
1/2,−1/2,1/2,+1/2 =

1√
2
, C1,0

1/2,+1/2,1/2,−1/2 =
1√
2

(281)

である。状態 |0, 0⟩は、|1, 0⟩に直交し、|↓A, ↑B⟩と |↑A, ↓B⟩の線形結合で書かれる状態なので、

|0, 0⟩ = 1√
2

(
|↑A, ↓B⟩ − |↓A, ↑B⟩

)
(282)

とできる。まとめると、
|0, 0⟩ = 1√

2

(
|↑A, ↓B⟩ − |↓A, ↑B⟩

)
(283)

|1, 0⟩ = 1√
2

(
|↓A, ↑B⟩+ |↑A, ↓B⟩

)
(284)

|1,+1⟩ = |↑A, ↑B⟩ , |1,−1⟩ = |↓A, ↓B⟩ , (285)

スピン 0の状態はスピンAとBの入れ替えに対して反対称（符号が反転する）
|0, 0⟩ → 1√

2

(
|↓A, ↑B⟩ − |↑A, ↓B⟩

)
= − 1√

2

(
|↑A, ↓B⟩ − |↓A, ↑B⟩

)
= − |0, 0⟩

スピン 1の状態は入れ替えに対して対称（符号が変わらない）。

応用：スピン間相互作用によるエネルギー
Ĥ = −J ŝA · ŝB (286)

定義を利用して
ŝ2 = (ŝA + ŝB)2 = (ŝA)2 + (ŝB)2 + 2ŝA · ŝB

ŝA · ŝB =
ŝ2 − (ŝA)2 − (ŝB)2

2

と書けるので、

Ĥ |0, 0⟩ = −J ŝ
2 − (ŝA)2 − (ŝB)2

2
|0, 0⟩

= −J 0(0 + 1)− 1/2(1/2 + 1)− 1/2(1/2 + 1)

2
|0, 0⟩

=
3J

4
|0, 0⟩

Ĥ |1,ms⟩ = −J
1(1 + 1)− 1/2(1/2 + 1)− 1/2(1/2 + 1)

2
|1,ms⟩

= −J
4
|1,ms⟩

となり、スピン 0と 1でエネルギーが異なる。J > 0の場合、スピンが揃った状態の方がエネル
ギーが低い。スピン 1の状態は第 3成分msの値に依らずに同じ固有値を持つ。
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8 摂動論
8.1 目標
これまでに扱った量子力学の問題：解析的に解ける問題

ポテンシャルV̂ →固有状態 |n⟩、固有エネルギーEnの式が得られる

調和振動子、井戸型ポテンシャル、水素原子、など。解ける問題はごく一部で、一般の問題は

• 数値計算で固有状態、固有エネルギーを求める

• 近似法を使う（摂動論、変分法、WKB近似など）

のどちらかで解く。ここでは近似法のうち、時間に依存しない摂動論を扱う。

• 縮退がない場合：形式論（§8.2, §8.3）、例（調和振動子 §8.4）

• 縮退がある場合：形式論（§8.5）、例（シュタルク効果 §8.6）

8.2 摂動論（縮退がない場合）
非摂動ハミルトニアン Ĥ0と摂動項 λV̂ の和の Ĥを考える。

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ (287)

λは V̂ のべきを数えるための実定数、計算の最後に λ = 1とおく。シュレディンガー方程式は

Ĥ |n⟩ =
(
Ĥ0 + λV̂

)
|n⟩ = En |n⟩ (288)

|n⟩ :厳密な固有状態　En :厳密な固有エネルギー（直接計算できない） (289)

nは 1次元調和振動子の数演算子の固有値のような、固有状態を指定するラベル。
λの値を変えるとハミルトニアンが変わるのでEnと |n⟩は λに依存する。
非摂動ハミルトニアン Ĥ0：解けるもの（|n⟩0 = |ϕ(0)

n ⟩と書くことが多い）

Ĥ0 |n⟩0 = E(0)
n |n⟩0 (290)

E
(0)
n 、|n⟩0は既知とする。縮退がないという仮定から、E(0)

n ̸= E
(0)
m (n ̸= m)である。異なる固有

エネルギーを持つ固有状態は直交するので、状態を規格化すると

0⟨m|n⟩0 = δmn (291)

となる。固有状態の完全性∑
m

|m⟩0 0⟨m| = 1̂ (292)
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より、任意の状態 |ϕ⟩は |m⟩0の線形結合で書ける：

|ϕ⟩ =
∑
m

|m⟩0 0⟨m|ϕ⟩ =
∑
m

cm |m⟩0, cm ≡ 0⟨m|ϕ⟩ (293)

λ = 0のとき、式 (288)の解は

|n⟩ = |n⟩0 (λ = 0) (294)

En = E(0)
n (λ = 0) (295)

である。λ ̸= 0のときの解を λでべき級数展開すれば

|n⟩ = |n⟩0 + λ |n⟩1 + λ2 |n⟩2 + · · · (296)

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · (297)

となる。以下、

|n⟩i : i次の摂動での固有関数のずれ (298)

E(i)
n : i次の摂動での固有エネルギーのずれ (299)

を非摂動ハミルトニアンの解を用いて計算する。コメント：

• 厳密解 |n⟩、Enを知るには無限個（i = 1, · · · ,∞）の |n⟩i、E(i)
n が必要（つまり不可能）

• 現実には最初の何項かで計算を打ち切る（つまり近似）

• 近似が有効なのは Ĥ0に対して摂動部分 V̂ が小さい場合。

8.3 摂動による固有エネルギーと固有状態の変化
シュレディンガー方程式 (288)にべき展開を代入する。左辺は

Ĥ |n⟩ =
(
Ĥ0 + λV̂

)
(|n⟩0 + λ |n⟩1 + λ2 |n⟩2 + · · · )

= Ĥ0 |n⟩0 + λ
(
V̂ |n⟩0 + Ĥ0 |n⟩1

)
+ λ2

(
V̂ |n⟩1 + Ĥ0 |n⟩2

)
+ · · ·

右辺は

En |n⟩ = (E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · )

(
|n⟩0 + λ |n⟩1 + λ2 |n⟩2 + · · ·

)
= E(0)

n |n⟩0 + λ
(
E(1)
n |n⟩0 + E(0)

n |n⟩1
)
+ λ2

(
E(2)
n |n⟩0 + E(1)

n |n⟩1 + E(0)
n |n⟩2

)
+ · · ·

なので、λの各べきの係数を比較すると

Ĥ0 |n⟩0 = E(0)
n |n⟩0 (300)

V̂ |n⟩0 + Ĥ0 |n⟩1 = E(1)
n |n⟩0 + E(0)

n |n⟩1 (301)

V̂ |n⟩1 + Ĥ0 |n⟩2 = E(2)
n |n⟩0 + E(1)

n |n⟩1 + E(0)
n |n⟩2 (302)
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などが得られる。式 (300)は非摂動ハミルトニアンのシュレディンガー方程式 (290)で自動的に満
たされている。式 (301)、式 (302)でそれぞれ |n⟩1、|n⟩2を左辺にまとめると

(E(0)
n − Ĥ0) |n⟩1 = (V̂ − E(1)

n ) |n⟩0 (303)

(E(0)
n − Ĥ0) |n⟩2 = (V̂ − E(1)

n ) |n⟩1 − E(2)
n |n⟩0 (304)

式 (303)に左から 0⟨m|をかける

0⟨m| (E(0)
n − Ĥ0) |n⟩1 = 0⟨m| (V̂ − E(1)

n ) |n⟩0
E(0)
n 0⟨m|n⟩1 − 0⟨m| Ĥ0 |n⟩1 = 0⟨m| V̂ |n⟩0 − E(1)

n 0⟨m|n⟩0
E(0)
n 0⟨m|n⟩1 − 0⟨m|E(0)

m |n⟩1 = 0⟨m| V̂ |n⟩0 − E(1)
n δmn

(E(0)
n − E(0)

m )0⟨m|n⟩1 = 0⟨m| V̂ |n⟩0 − E(1)
n δmn (305)

ここで非摂動ハミルトニアンのシュレディンガー方程式 Ĥ0 |m⟩0 = E
(0)
m |m⟩0と、Ĥ0がエルミート

であることとエネルギー固有値が実であることより

0⟨m| Ĥ0 =
(
Ĥ†

0 |m⟩0
)†

=
(
Ĥ0 |m⟩0

)†
=
(
E(0)
m |m⟩0

)†
= (E(0)

m )∗0⟨m|

= E(0)
m 0⟨m|

を用いた。

E
(1)
n の決定：m = nのとき、E(0)

n − E(0)
m = 0で δmn = 1なので、式 (305)は

0 = 0⟨n| V̂ |n⟩0 − E(1)
n

E(1)
n = 0⟨n| V̂ |n⟩0 (306)

となる。これが 1次の摂動の公式である。摂動を 1次で打ち切ったとすると、固有エネルギーは、
λ = 1として

En ≈ E(0)
n + E(1)

n

= 0⟨n| Ĥ0 |n⟩0 + 0⟨n| V̂ |n⟩0
= 0⟨n| Ĥ |n⟩0 (307)

と非摂動固有状態によるハミルトニアンの行列要素で近似される。|n⟩0は Ĥの固有状態でないこ
とに注意。
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|n⟩1の決定：1次の摂動による固有状態のずれ |n⟩1は、式 (293)のように展開できるので、

|n⟩1 =
∑
m

cmn |m⟩0, cmn ≡ 0⟨m|n⟩1 (308)

となる（cmnを cmと表記する場合もあるが、|n⟩1を展開したときの |m⟩0の係数なので厳密には
m,n両方必要）。ここでm ̸= nの場合の係数は式 (305)より

(E(0)
n − E(0)

m )0⟨m|n⟩1 = 0⟨m| V̂ |n⟩0 (m ̸= n)

cmn =
0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

(m ̸= n)

と計算できる。縮退がないという仮定でE
(0)
n −E(0)

m ̸= 0となっていることに注意。m = nの場合
の係数 cnn = 0⟨n|n⟩1は式 (305)では決定できないのでそのまま残すと、式 (308)より

|n⟩1 =
∑
m ̸=n

0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

|m⟩0 + cnn |n⟩0 (309)

となる（0⟨m| V̂ |n⟩0は行列ではなく数であることに注意）。ここでmは n以外の全ての可能な値
について和をとる。cnnは状態の規格化で決定できるが、以下の計算には影響しないのでこのまま
にする。mの和は一般には無限和になるが、実際には行列要素 0⟨m| V̂ |n⟩0が有限個のmを除いて
0になり有限で済む場合もある。
摂動を 1次で打ち切ったとすると、固有状態は、λ = 1として

|n⟩ ≈ |n⟩0 + |n⟩1

= |n⟩0 +
∑
m ̸=n

0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

|m⟩0 + cnn |n⟩0

= (1 + cnn) |n⟩0 +
∑
m ̸=n

0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

|m⟩0

摂動項 V̂ の効果で 0次の状態 |n⟩0に他の状態 |m⟩0 (m ̸= n)が混ざる。行列要素 0⟨m| V̂ |n⟩0が大
きく、エネルギー差 |E(0)

n − E(0)
m |が小さい状態ほど混ざり具合が大きい。

E
(2)
n の決定：式 (304)に左から 0⟨m|をかける

0⟨m| (E(0)
n − Ĥ0) |n⟩2 = 0⟨m| (V̂ − E(1)

n ) |n⟩1 − E(2)
n 0⟨m|n⟩0

(E(0)
n − E(0)

m )0⟨m|n⟩2 = 0⟨m| (V̂ − E(1)
n ) |n⟩1 − E(2)

n δmn (310)
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m = nのとき、左辺は 0となり、残りは |n⟩1で表現できるので

E(2)
n = 0⟨n| (V̂ − E(1)

n ) |n⟩1
= 0⟨n| V̂ |n⟩1 − E(1)

n 0⟨n|n⟩1︸ ︷︷ ︸
=cnn

= 0⟨n| V̂

(∑
m ̸=n

0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

|m⟩0 + cnn |n⟩0

)
− E(1)

n cnn

=
∑
m ̸=n

0⟨n| V̂ |m⟩0 0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

+ cnn 0⟨n| V̂ |n⟩0︸ ︷︷ ︸
=E

(1)
n

−cnnE(1)
n

=
∑
m ̸=n

|0⟨n| V̂ |m⟩0|2

E
(0)
n − E(0)

m

(311)

を得る。最後の変形では V̂ がエルミートであることを使った（演習問題参照）。これが 2次の摂動
の公式である。E(1)

n ∝ V̂、E(2)
n ∝ V̂ 2となっていることに注意。

式 (311)分子は「状態 |n⟩0が V̂ で |m⟩0に遷移して、また戻ってくる」と解釈できる。行列要素が
大きくエネルギー差 |E(0)

n −E(0)
m |が小さい状態 |m⟩0ほど 2次のエネルギーの摂動に寄与する。場

の量子論のループ積分に対応する。
nが基底状態の場合、E(0)

n < E
(0)
m が成り立つのでE

(0)
n − E(0)

m < 0。分子は非負であるので、

E(2)
n ≤ 0 (基底状態の場合) (312)

つまり基底状態のエネルギーの 2次の摂動は必ず 0か負であると言える。

摂動公式まとめ
エネルギーの 1次の摂動：非摂動固有状態 |n⟩0での摂動項 V̂ の固有値

E(1)
n = 0⟨n| V̂ |n⟩0 (313)

En ≈ 0⟨n| Ĥ0 |n⟩0 + 0⟨n| V̂ |n⟩0 = 0⟨n| Ĥ |n⟩0 (314)

状態（波動関数）の 1次の摂動：摂動項 V̂ により |n⟩0以外の状態が混ざる

|n⟩1 =
∑
m ̸=n

0⟨m| V̂ |n⟩0
E

(0)
n − E(0)

m

|m⟩0 + cnn |n⟩0 (315)

エネルギーの 2次の摂動：基底状態に対して必ず 0か負

E(2)
n =

∑
m ̸=n

|0⟨n| V̂ |m⟩0|2

E
(0)
n − E(0)

m

(316)
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8.4 調和振動子と摂動
1次元調和振動子の Ĥ0と摂動項 V̂（これは Ĥが解ける問題）

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (317)

Ĥ0 =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2, V̂ =

1

2
εmω2x̂2 (318)

εは摂動の次数を数えるパラメーター。Ĥ0の固有状態と固有エネルギー
Ĥ0 |n⟩0 = E(0)

n |n⟩0 (319)

E(0)
n = ℏω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · (320)

|n⟩0は §2で |n⟩と表記していたもの。厳密解（摂動でなく求める解）は

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
m(1 + ε)ω2x̂2

=
p̂2

2m
+

1

2
mω̃2x̂2, ω̃ =

√
(1 + ε)ω (321)

より、

En = ℏω̃
(
n+

1

2

)
= ℏω

(
n+

1

2

)
(1 + ε)1/2

= ℏω
(
n+

1

2

)(
1 +

ε

2
− ε2

8
+ · · ·

)
(322)

基底状態（n = 0）のエネルギーは
E0 =

ℏω
2

+
ℏω
4
ε− ℏω

16
ε2 + · · · (323)

摂動計算で ε、ε2の項が再現されることを確認する。

摂動計算：生成消滅演算子 â、â†を使って摂動項を表現
V̂ =

1

2
εmω2x̂2

=
1

2
εmω2 ℏ

2mω
(â2 + 2n̂+ 1 + (â†)2)

=
1

4
ℏωε(â2 + 2n̂+ 1 + (â†)2)

また、
â2 |n⟩0 = â

√
n |n− 1⟩0

=
√
n(n− 1) |n− 2⟩0

(â†)2 |n⟩0 = â†
√
n+ 1 |n+ 1⟩0

=
√
(n+ 1)(n+ 2) |n+ 2⟩0
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より、（0⟨ℓ|n⟩0 = δℓnに注意）

0⟨ℓ| V̂ |n⟩0 =
1

4
ℏωε

[√
n(n− 1)δℓ,n−2 + (2n+ 1)δℓ,n +

√
(n+ 1)(n+ 2)δℓ,n+2

]
である。基底状態 n = 0の場合、n− 2 = −2は負なので第 1項は消え、

0⟨ℓ| V̂ |0⟩0 =
1

4
ℏωε

[
δℓ,0 +

√
2δℓ,2

]
となる。つまり ℓ = 0と ℓ = 2以外の行列要素は 0である。エネルギーの 1次の摂動は

E
(1)
0 = 0⟨0| V̂ |0⟩0 =

1

4
ℏωε

[
δ0,0 +

√
2δ0,2

]
=

1

4
ℏωε

エネルギーの 2次の摂動は

E
(2)
0 =

∑
m ̸=0

0⟨0| V̂ |m⟩0 0⟨m| V̂ |0⟩0
E

(0)
0 − E

(0)
m

=
0⟨0| V̂ |2⟩0 0⟨2| V̂ |0⟩0

E
(0)
0 − E

(0)
2

=

√
2

4
ℏωε
√
2

4
ℏωε

ℏω
2
− 5ℏω

2

= ε2ℏω

2

16

−4

2

= − 1

16
ε2ℏω

ℏω > 0より、E(2)
0 < 0となっている（基底状態の 2次の摂動は 0または負）。

摂動論で計算した基底状態のエネルギーは

E0 = E
(0)
0 + E

(1)
0 + E

(2)
0 + · · ·

=
ℏω
2

+
ℏω
4
ε− ℏω

16
ε2 + · · · (324)

となり、厳密解の展開 (323)と一致する。

8.5 摂動論（縮退がある場合）
問題設定：非摂動ハミルトニアンに縮退がある（同じE

(0)
n を持つ固有状態がN 個存在する）

Ĥ0 |n, α⟩0 = E(0)
n |n, α⟩0, α = 1, 2, · · · , N (325)
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例）水素原子の場合、nが主量子数、αが磁気量子数m（|m| ≤ ℓ）と角運動量 ℓ（0 ≤ ℓ < n）の
両方、N = n2、厳密にはN に添字 nをつける（Nn：n番目の状態の縮退度）。規格直交条件は

0⟨m,α|n, β⟩0 = δn,mδα,β (326)

n, α両方の量子数が一致した場合のみ 1で、他は直交していることを表している。特に、同じ固
有エネルギーE

(0)
n を持つ状態も量子数 α（例えば角運動量）が異なると直交する：

0⟨n, α|n, β⟩0 = δα,β (327)

固有値E
(0)
n を持つ一般の状態 |n⟩0は |n, α⟩0の線形結合

|n⟩0 =
N∑
α=1

cα |n, α⟩0 (328)

Ĥ0 |n⟩0 =
N∑
α=1

cαĤ0 |n, α⟩0

= E(0)
n |n⟩0 (329)

摂動入りのハミルトニアンでは縮退が解けうる（αごとに異なるエネルギーになりうる）

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ (330)

Ĥ |n, α⟩ = En,α |n, α⟩ (331)

λ = 0の解

|n, α⟩ = |n⟩0 =
N∑
β=1

cβ |n, β⟩0 (λ = 0) (332)

En,α = E(0)
n (λ = 0) (333)

注）λ = 0では縮退するので右辺は αに依存しない、和をとる添字 βはなんでも良いので、左辺
で既に使われている αと別の記号を用いる。もともとN 個の状態の線形結合をとるので、厳密に
はN 種類の |n⟩0があり、それを指定する別の添字を |n⟩0と cβにつける必要があるが、ここでは
N 個ある |n⟩0のうち一つに注目して話を進める。

厳密解の λによるべき級数展開（E(1)
n,α、|n, α⟩1は未知）

|n, α⟩ =
N∑
β=1

cβ |n, β⟩0 + λ |n, α⟩1 + · · · (334)

En,α = E(0)
n + λE(1)

n,α + · · · (335)

シュレディンガー方程式に展開を代入して、λ1の係数より（式 (303)に対応）
N∑
β=1

cβV̂ |n, β⟩0 + Ĥ0 |n, α⟩1 = E(1)
n,α

N∑
β=1

cβ |n, β⟩0 + E(0)
n |n, α⟩1 (336)
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を得る。左から 0⟨n, γ|（nは同じ、γ ̸= α）をかけると、

0⟨n, γ| Ĥ0 |n, α⟩1 = 0⟨n, γ|E(0)
n |n, α⟩1

= E(0)
n 0⟨n, γ|n, α⟩1 (337)

より右辺第 2項とキャンセルするので、式 (336)は
N∑
β=1

cβ 0⟨n, γ| V̂ |n, β⟩0 = E(1)
n,α

N∑
β=1

cβ 0⟨n, γ|n, β⟩0︸ ︷︷ ︸
δγ,β

N∑
β=1

0⟨n, γ| V̂ |n, β⟩0 cβ = E(1)
n,αcγ (338)

となる。縮退がない場合の 0⟨n| V̂ |n⟩0 = E
(1)
n に対応。式 (338)は行列で書くと

0⟨n, 1| V̂ |n, 1⟩0 0⟨n, 1| V̂ |n, 2⟩0 · · · 0⟨n, 1| V̂ |n,N⟩0
0⟨n, 2| V̂ |n, 1⟩0 0⟨n, 2| V̂ |n, 2⟩0 · · · 0⟨n, 2| V̂ |n,N⟩0

...
...

. . .
...

0⟨n,N | V̂ |n, 1⟩0 0⟨n,N | V̂ |n, 2⟩0 · · · 0⟨n,N | V̂ |n,N⟩0



c1

c2
...

cN

 = E(1)
n,α


c1

c2
...

cN


とあらわせる。行列が既知（摂動項と非摂動固有状態で計算できる）で、E(1)

n,αと {c1, c2, · · · cN}が
未知、つまり行列の固有値問題。行列の固有値がN個のE

(1)
n,α（1次の摂動のエネルギー）を与え、

固有値 αごとに固有ベクトルの成分 cγが決まる。

8.6 シュタルク効果
水素原子を一様な z方向正の向きで強さEの電場（E = (0, 0, E)）の中に置く（スピンは考えな
い）。電荷はQ = −e（e > 0）、スカラーポテンシャルは ϕ(r) = −Ezなので、ハミルトニアンは

Ĥ電場中の水素原子 = Ĥ水素原子︸ ︷︷ ︸
Ĥ0

+eEẑ︸ ︷︷ ︸
V̂

(339)

電場がないとき（E = 0）の固有関数と固有エネルギーは

Ĥ水素原子 |n, ℓ,m⟩0 = E(0)
n |n, ℓ,m⟩0 (340)

固有エネルギーは主量子数nにのみ依存するので、縮退した状態を指定するラベルはα = {ℓ,m}。
ゼーマン効果（磁場）の場合と異なり、|n, ℓ,m⟩0は演算子 ẑの固有状態ではない⇒摂動で扱う。

n = 2では 2s：|2, 0, 0⟩0と 2p：|2, 1, 1⟩0、|2, 1, 0⟩0、|2, 1,−1⟩0の 4つの状態が縮退。行列要素は（m
が同じでパリティが異なる状態間のみ遷移可能、演習問題参照）

0⟨2, 0, 0| V̂ |2, 1, 0⟩0 = 0⟨2, 1, 0| V̂ |2, 0, 0⟩0 = −3eEaB, それ以外 = 0 (341)
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aB = 4πε0ℏ2/(mee
2)はボーア半径。関連する行列要素が全て 0なので状態 |2, 1, 1⟩0、|2, 1,−1⟩0は

1次の摂動でエネルギーが変化しない、つまり

E
(1)
2,{ℓ,m} = 0 (m = ±1)

|2, 0, 0⟩と |2, 1, 0⟩は 1次の摂動で縮退が解ける。この 2成分に対する公式 (338)は(
0⟨2, 0, 0| V̂ |2, 0, 0⟩0 0⟨2, 0, 0| V̂ |2, 1, 0⟩0
0⟨2, 1, 0| V̂ |2, 0, 0⟩0 0⟨2, 1, 0| V̂ |2, 1, 0⟩0

)(
c0

c1

)
= E

(1)
2,α

(
c0

c1

)
(

0 −3eEaB
−3eEaB 0

)(
c0

c1

)
= E

(1)
2,α

(
c0

c1

)

（cℓは |2, ℓ, 0⟩0の係数）この行列の固有値は

0 = det

[(
0 −3eEaB

−3eEaB 0

)
− λ

(
1 0

0 1

)]

0 = det

(
−λ −3eEaB

−3eEaB −λ

)
0 = λ2 − (3eEaB)

2

より λ = ±3eEaBと求められる。固有値+3eEaBを与える状態を |2,+⟩、−3eEaBを与える状態
を |2,−⟩とすると、それぞれの固有ベクトルの成分 {c±0 , c±1 }を計算して規格化することで

|2,+⟩ = c+0 |2, 0, 0⟩0 + c+1 |2, 1, 0⟩0 =
1√
2
|2, 0, 0⟩0 −

1√
2
|2, 1, 0⟩0

|2,−⟩ = 1√
2
|2, 0, 0⟩0 +

1√
2
|2, 1, 0⟩0

となり、1次の摂動でのエネルギーは以下のようになる（図 11）。

E2,ℓ,m =


E

(0)
2 + 3eEaB |2,+⟩

E
(0)
2 |2, 1, 1⟩ , |2, 1,−1⟩

E
(0)
2 − 3eEaB |2,−⟩

, E
(0)
2 = − mee

4

32π2ε20ℏ2
1

4
= − e2

8πε0aB

1

4
(342)

E

E(0)
2

|2,+⟩

3eEaB

3eEaB

|2,−⟩
E = 0 E ≠ 0

|2,1,1⟩, |2,1, − 1⟩エ
ネ
ル
ギ
ー

図 11: 水素原子の n = 2状態に対するシュタルク効果の模式図。
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量子力学 IIのまとめ
• ブラケットの導入（§1）

– 状態を表す記法 |ψ⟩、状態の集合はベクトル空間を作る

• 調和振動子の代数的方法（§2）

– 生成消滅演算子と交換関係を用いて固有エネルギーや波動関数が計算できる

• 中心力のシュレディンガー方程式（§3）、応用：水素原子（§4）

– 中心力の場合、極座標の動径変数 rと角度変数 θ, ϕが分離（回転対称性）
– 角度方向の解は球面調和関数 Y m

ℓ (θ, ϕ)、角運動量演算子 L̂の固有値は量子化される
L̂2Y m

ℓ (θ, ϕ) = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2Y m
ℓ (θ, ϕ), ℓ :非負整数、角運動量ベクトルの大きさ

L̂zY
m
ℓ (θ, ϕ) = mℏY m

ℓ (θ, ϕ), m = 0,±1, · · · ,±ℓ 磁気量子数、ベクトルの方向

– 動径方向のシュレディンガー方程式からエネルギー固有値が得られる（2ℓ+ 1重縮退）
– 水素原子のエネルギー

En = −µc
2α2

2

1

n2
= − µe4

32π2ε20ℏ2
1

n2
(n = 1, 2, · · · )

• 角運動量の代数的方法（§5）、応用：ゼーマン効果、ラーモア歳差運動（§6） 、合成（§7）

– 角運動量演算子の固有値と固有状態は交換関係で計算できる
– スピン（整数または半整数の角運動量）：量子力学的粒子の内部自由度
– パウリ行列（σ†

i = σi,Tr σi = 0）：スピン 1/2の演算子はS = ℏσ/2

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
– 荷電粒子の角運動量は電磁場と結合しエネルギーを生じる
– 角運動量 jAと jBを合成すると jA+ jB, jA+ jB − 1, · · · , |jA− jB|の角運動量ができる

• 摂動論、応用：シュタルク効果（§8）

– エネルギーの 1次の摂動：非摂動固有状態 |n⟩0での摂動項 V̂ の固有値
E(1)
n = 0⟨n| V̂ |n⟩0
En ≈ 0⟨n| Ĥ0 |n⟩0 + 0⟨n| V̂ |n⟩0 = 0⟨n| Ĥ |n⟩0

– エネルギーの 2次の摂動：基底状態に対して必ず 0か負

E(2)
n =

∑
m ̸=n

|0⟨n| V̂ |m⟩0|2

E
(0)
n − E(0)

m



A 補足
A.1 位置演算子の固有状態と波動関数
式 (43)の位置演算子の固有状態 |x⟩と、ブラ・ケットと波動関数の対応 ⟨x|ψ⟩ = ψ(x, t)の説明。結
論としては、⟨x|ψ⟩ = ψ(x, t)は定義であり、このように定義することで状態ベクトルから始めて
座標表示の結果が導出できる。

まず、位置演算子の固有値方程式

x̂ |x⟩ = x |x⟩

の |x⟩の意味は、演算子 x̂に対して固有値 xを持つ固有状態である。|x⟩の具体形はわからないが、
この式を満たす性質を持つ状態 |x⟩が存在すると考える。物理的な意味は以下のように与えられる
が、脚注にあるように、位置の不定性が 0になる極限をとった状態と考える必要がある。例えば
固有値 x0を持つ状態 |x0⟩の場合、固有値方程式は

x̂ |x0⟩ = x0 |x0⟩

となる。状態 |x0⟩で演算子 x̂の期待値（粒子の位置の期待値）を計算すると

⟨x⟩ = ⟨x0| x̂ |x0⟩
⟨x0|x0⟩

=
⟨x0| x0 |x0⟩
⟨x0|x0⟩

=
x0 ⟨x0|x0⟩
⟨x0|x0⟩

= x0

となる。つまり、粒子の位置が x = x0に局在した状態に対応する2。波動関数が ⟨x|ψ⟩ = ψ(x, t)

で与えられることを認めて、状態 |x0⟩の波動関数 ψx0(x, t)を求めると（x0は固定された定数、x
は座標を表す変数）

ψx0(x, t) = ⟨x|x0⟩ = δ(x− x0) ← (44)

となり、確かに x = x0に局在した波動関数をしている。

2次元ユークリッド（実ベクトル）空間のベクトル rは、直交座標では (x, y)で、極座標では (r, θ)

で表される。どちらの座標を使っても、同じベクトル rを表現していることに変わりはなく、他の
座標系を用いることも可能である。問題によって、使いやすい座標系を選んで計算して良い。座
標系を選ぶことは、基底を選ぶことと等価である。式 (20)の基底 {e1, e2}は、実ベクトル空間の
基底にもなっていて、任意のベクトル rは

r = xe1 + ye2

2ただし分子分母の ⟨x0|x0⟩は式 (44)から δ(0)→∞になることに注意。この発散は、物理的には不確定性関係よ
り位置が 1点に局在した状態は量子力学的に許されないこと、数学的には連続スペクトルを持つ波動関数が規格化で
きないことを表している。厳密には有限の不確定性を持った波束の極限と考える。
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と展開できる。つまり、直交座標での表現 (x, y)は、ベクトル rを基底 {e1, e2}で展開したときの
展開係数である。このとき、展開係数 (x, y)は（ユークリッド空間の）内積を用いて

x = e1 · r, y = e2 · r

あるいはブラ・ケットで書いて

x = ⟨e1|r⟩ , y = ⟨e2|r⟩

と計算できる（ベクトル rを |r⟩と表記）。

抽象的な状態ベクトル |ψ⟩と波動関数 ψ(x, t)は、それぞれベクトルを rおよび (x, y)と表記する
ことに対応する。

|ψ⟩ ↔ r

ψ(x, t)↔ (x, y)

波動関数がベクトル空間を作ること、|x⟩がその基底になることを認めると、上と同様に任意の状
態ベクトル |ψ⟩が基底 {|x⟩}で展開できて（式 (46)）、

|ψ⟩ =
∫
dx |x⟩ ⟨x|ψ⟩

となる。座標表示の波動関数 ψ(x, t)は、この展開係数を用いて定義する：

⟨x|ψ⟩ = ψ(x, t)

つまり、座標表示の波動関数ψ(x, t)は、状態ベクトル |ψ⟩を基底 {|x⟩}で展開したときの展開係数
である。同様に考えて、運動量表示の波動関数（別の基底によるベクトルの表現）が欲しければ
{|p⟩}で展開すれば良いし、もっと別の基底を持ってきても良い。|ψ⟩は基底によらずにベクトル
をあらわしているのに対し、波動関数 ψ(x, t)は座標基底を用いた |ψ⟩の具体的な表現である。こ
のように定義すると、例えば式 (35)の内積が以下のように確認できる。

⟨ψa|ψb⟩ =
∫
dx ⟨ψa|x⟩ ⟨x|ψb⟩ =

∫
dx(⟨x|ψa⟩)∗ ⟨x|ψb⟩ =

∫
dx ψ∗

a(x, t)ψb(x, t)

2



A.2 演算子の座標表示
演算子の座標表示 (43)の具体例と運動量演算子 p̂の座標基底 |x⟩への作用 (70)。

座標演算子 x̂と運動量演算子 p̂の状態 |x⟩への作用は

x̂ |x⟩ = x |x⟩ , ⟨x| x̂ = x ⟨x|

p̂ |x⟩ = iℏ
d

dx
|x⟩ , ⟨x| p̂ = −iℏ d

dx
⟨x|

で与えられる。これは式 (43)の例になっており、演算子 x̂, p̂の座標表示 x,−iℏd/dxは |x⟩ではな
く ⟨x|に作用した際に得られる。|x⟩が座標演算子 x̂の固有状態であり、x̂がエルミートであるこ
とから、x̂は ⟨x|に作用しても |x⟩に作用しても同じ xを与えるが、運動量演算子 p̂は ⟨x|に作用し
たときに符号が反転することに注意。直感的には p̂ → −iℏd/dxは座標表示の波動関数 ϕ(x)に対
して作用させる際の置き換えであり、これはブラケットで書くと ϕ(x) = ⟨x|ϕ⟩と表され、ここに
|x⟩ではなく ⟨x|が入っているため、p̂を ⟨x|に作用させた方と同じ演算になると理解できる。以下
では運動量演算子 p̂の |x⟩、⟨x|への作用が上記で与えられることを確認する。より厳密には、運
動量演算子から並行移動の演算子を作り、無限小変換を考えることで導くことができる（例えば
猪木慶治・川合光「量子力学 I」(講談社サイエンティフィク)p.189参照）。

式 (44)、(45)、より、状態ベクトルの規格化と完全性は

⟨x|x′⟩ = δ(x− x′),
∫
dx |x⟩ ⟨x| = 1

で与えられる。交換関係 [x̂, p̂] = iℏの行列要素を考えると3

⟨x| iℏ |x′⟩ = iℏδ(x− x′)

⟨x| [x̂, p̂] |x′⟩ = ⟨x| (x̂p̂− p̂x̂) |x′⟩

= ⟨x| (xp̂− p̂x′) |x′⟩

= (x− x′) ⟨x| p̂ |x′⟩

⇒ ⟨x| p̂ |x′⟩ = iℏ
x− x′

δ(x− x′)

ここで任意の関数 f(x)に対し∫
dx f(x)x

d

dx
δ(x) = −

∫
dx

d

dx
[f(x)x]δ(x) ← (部分積分、表面項は δ(x)が消えるので 0)

= −
∫
dx

[
x
df(x)

dx
+ f(x)

]
δ(x)

= −
∫
dxf(x)δ(x) ←

∫
xg(x)δ(x)dx = 0

3より厳密には以下の計算の式 (A1)は δ(x− x′)に xの任意関数をかけた項を持ちうるが、この項は位相因子の選
び方で状態ベクトルに吸収できるため、結果として式 (A1)の形を選ぶことができる。近藤慶一「量子力学講義 I」(共
立出版)p.182参照。
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より

x
d

dx
δ(x) = −δ(x)

である。x→ x− x′ と置き換えると、d(x− x′) = dxより

(x− x′) d
dx
δ(x− x′) = −δ(x− x′)

1

x− x′
δ(x− x′) = − d

dx
δ(x− x′)

となるので、

⟨x| p̂ |x′⟩ = −iℏ d
dx
δ(x− x′) (A1)

を得る。よって

⟨x| p̂ =
∫
dx′ ⟨x| p̂ |x′⟩ ⟨x′|

=

∫
dx′
[
−iℏ d

dx
δ(x− x′)

]
⟨x′| (A2)

= −iℏ d
dx

∫
dx′δ(x− x′) ⟨x′|

= −iℏ d
dx
⟨x|

また

p̂ |x⟩ =
∫
dx′ |x′⟩ ⟨x′| p̂ |x⟩

=

∫
dx′ |x′⟩

[
−iℏ d

dx′
δ(x′ − x)

]
= −iℏ

∫
dx′ |x′⟩

[
d

dx′
δ(x′ − x)

]
この場合 (A2)と異なり微分が dx′になっているためそのまま積分の外に出せず、δ関数にも微分
がかかっているので通常の積分ができない。そこで部分積分を行うと

p̂ |x⟩ = iℏ
∫
dx′
[
d

dx′
|x′⟩
]
δ(x′ − x) ← (表面項は δ(x′ − x)が消えるので 0)

となる。δ関数の微分が外れたので積分が実行でき

p̂ |x⟩ = iℏ
d

dx
|x⟩

つまり

⟨x| p̂ = −iℏ d
dx
⟨x| , p̂ |x⟩ = +iℏ

d

dx
|x⟩
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となる。

演算子の座標表示を用いることで、これまで波動関数を用いて計算されていた結果が状態ベクト
ルで表現できることがわかる。例えば、式 (41)の状態ベクトルのシュレディンガー方程式より

Ĥ |ϕ⟩ = E |ϕ⟩∫
dx |x⟩ ⟨x|

[
p̂2

2m
+ V (x̂)

]
|ϕ⟩ = E

∫
dx |x⟩ ⟨x|ϕ⟩∫

dx

[
(−iℏ d

dx
)2

2m
+ V (x)

]
|x⟩ ⟨x|ϕ⟩ = E

∫
dx |x⟩ ⟨x|ϕ⟩∫

dx

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ϕ(x) |x⟩ = E

∫
dxϕ(x) |x⟩[

− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ϕ(x) = Eϕ(x)

と座標表示のシュレディンガー方程式が得られる。
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A.3 生成消滅演算子
調和振動子の生成消滅演算子 (50)、(51)に対する一つの考え方。

古典力学の調和振動子のハミルトニアン

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2

を考える。ここでは x, pは演算子ではないことに注意。質量、長さ、時間をL,M, T のべきで表す
と、各物理量の次元は

x ∼ [L], p ∼ [LMT−1], m ∼ [M ], ω ∼ [T−1], ℏ ∼ [L2MT−1]

である。これらの組み合わせで無次元の位置X、運動量 P を作るには

X =

√
mω

ℏ
x, P =

√
1

ℏmω
p

とすれば良い。ハミルトニアンを無次元変数で書き直し、ℏωをくくり出して形式的に因数分解す
れば

H =
ℏω
2

[
p2

ℏmω
+
mω

ℏ
x2
]

=
ℏω
2
[X2 + P 2]

=
ℏω
2
(X + iP )(X − iP )

= ℏω
(
X + iP√

2

)(
X − iP√

2

)
とできる。ここで分解した各項は

X + iP√
2

=

√
mω

2ℏ
x+ i

√
1

2ℏmω
p =

1√
2ℏ

(
√
mωx+ i

√
1

mω
p

)
∼ a

X − iP√
2

=
1√
2ℏ

(
√
mωx− i

√
1

mω
p

)
∼ a†

と生成消滅演算子と同じ形をしている。つまり生成消滅演算子はハミルトニアンから ℏω（上記よ
りエネルギーの次元 [L2MT−2]を持つ）をくくり出して “因数分解”して得たものと考えることが
できる。ただし演算子にすると x̂と p̂が交換しないため、ハミルトニアンとの関係に+1/2の項が
出ることに注意。
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A.4 数演算子の固有値が非縮退であること
調和振動子の計算で n̂(â |λ⟩) = (λ− 1)(â |λ⟩)から â |λ⟩ = Nλ |λ− 1⟩とできることの説明。

n̂(â |λ⟩) = (λ− 1)(â |λ⟩)から厳密にいえることは「状態 (â |λ⟩)の n̂の固有値は λ− 1である」と
いうことで、これが |λ− 1⟩（固有値は λ − 1）の定数倍になるためには、数演算子 n̂の固有値が
非縮退（縮退がない）であるという条件が必要である。「固有値が非縮退」の意味は、ある固有値
を持った固有ベクトルは定数倍を除いて一意的（ひとつしかない）ということである。非縮退で
あれば、(â |λ⟩)と |λ− 1⟩は線形従属（比例関係）になるので、â |λ⟩ = Nλ |λ− 1⟩とかけることが
従う。
縮退の具体例として、行列 Âとベクトル |a⟩ , |b⟩を

Â =

1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 , |a⟩ =

1

0

0

 , |b⟩ =

0

1

0


と定義すると、

Â |a⟩ = 1 |a⟩ , Â |b⟩ = 1 |b⟩

なので |a⟩と |b⟩はどちらも Âの固有値 1の固有ベクトルであるが、|a⟩と |b⟩は線形独立、つまり
c1 |a⟩+ c2 |b⟩ = 0となるのは c1 = c2 = 0しかない。この場合は、同じ固有値 1を持つ固有ベクト
ルが 2つあるので、固有値 1は縮退しているという。定数 αに対して |a⟩ ̸= α |b⟩から明らかなよ
うに、縮退がある場合は、固有値が同じでも固有ベクトルが定数倍になるとは限らない。
調和振動子の数演算子の固有値が非縮退であることは、以下の 2通りの方法で示すことができ

る。比較的簡単に示すには、

• 1次元量子力学の束縛状態の波動関数は非縮退

という性質を利用することができる4。この性質自体は、例えば国広悌二「量子力学」(東京図書)p.22

などで説明されている。調和振動子の場合、数演算子 n̂とハミルトニアンの固有状態が同じ（§2.5）
であり、ハミルトニアンの固有状態は 1次元量子力学の束縛状態（無限遠で波動関数が 0になる
状態）であるので、上記の性質が使え、n̂の固有状態が非縮退であることがわかる。もっと直接に

• 数演算子 n̂の固有状態は非縮退

も示すことができるが（例えば清水明「新版 量子論の基礎」(サイエンス社)p.178参照）、導出に
は状態空間についてのやや高度な知識が必要となる（同書内で解説されている）。

4空間 1次元以外の場合はこの性質は成り立たない。実際に §3で扱うように空間 3次元では角運動量による固有
値の縮退が生じる。
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A.5 ガウス積分
ガウス積分の公式∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

=

√
π

α
(71)

の導出。

左辺を Iと置いて、I2を計算すると

I ≡
∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

I2 =

∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

∫ ∞

−∞
dye−αy

2

=

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dye−α(x

2+y2)

I2の計算で、同じ積分変数を使ってはいけないことに注意。2次元極座標 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)

に変数変換すると、dxdy = rdrdθより

=

∫ ∞

0

dr r

∫ 2π

0

dθe−αr
2

= 2π

∫ ∞

0

dr re−αr
2

X = r2とすると、dX = 2rdrなので

I2 = 2π

∫ ∞

0

dX

2r
re−αX = π

∫ ∞

0

dXe−αX = π

[
e−αX

−α

]∞
0

=
π

α

I =

√
π

α

を得る。公式の両辺を αで微分すると
d

dα

∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

=
d

dα

√
π

α∫ ∞

−∞
dx

d

dα
e−αx

2

=
√
π
d

dα
α−1/2

−
∫ ∞

−∞
dx x2e−αx

2

=
√
π
−1
2
α−3/2

∫ ∞

−∞
dx x2e−αx

2

=
1

2α

√
π

α

のように、xの偶数ベキを挟んだガウス積分の公式も得られる。
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A.6 極座標変数の直交座標微分
極座標変数の直交座標微分 (81)の導出。

微分を定義通り計算すると
∂r

∂x
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)1/2 =

1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 ∂

∂x
x2 =

1

2r
2x =

x

r
= sin θ cosϕ

∂

∂x
cos θ =

∂

∂x

z

(x2 + y2 + z2)1/2

∂θ

∂x

∂ cos θ

∂θ
= z

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−1/2

∂θ

∂x
(− sin θ) = z(−1

2
)(x2 + y2 + z2)−3/2 ∂

∂x
x2

− sin θ
∂θ

∂x
= −1

2
z(x2 + y2 + z2)−3/22x

− sin θ
∂θ

∂x
= −xz

r3

∂θ

∂x
=

xz

r3 sin θ
=
r sin θ cosϕ · r cos θ

r3 sin θ
=

cos θ cosϕ

r
∂

∂x
tanϕ =

∂

∂x

y

x
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
tanϕ = y

∂

∂x
x−1

∂ϕ

∂x

1

cos2 ϕ
= y(−x−2)

∂ϕ

∂x
= − cos2 ϕ

y

x2
= − cos2 ϕ

r sin θ sinϕ

(r sin θ cosϕ)2
= − sinϕ

r sin θ

∂r

∂y
=

∂

∂y
(x2 + y2 + z2)1/2 =

1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 ∂

∂y
y2 =

1

2r
2y =

y

r
= sin θ sinϕ

∂

∂y
cos θ =

∂

∂y

z

(x2 + y2 + z2)1/2

∂θ

∂y

∂ cos θ

∂θ
= z

∂

∂y
(x2 + y2 + z2)−1/2

∂θ

∂y
(− sin θ) = z(−1

2
)(x2 + y2 + z2)−3/2 ∂

∂y
y2

− sin θ
∂θ

∂y
= −1

2
z(x2 + y2 + z2)−3/22y

− sin θ
∂θ

∂y
= −yz

r3

∂θ

∂y
=

yz

r3 sin θ
=
r sin θ sinϕ · r cos θ

r3 sin θ
=

cos θ sinϕ

r
∂

∂y
tanϕ =

∂

∂y

y

x
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ
tanϕ =

1

x
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∂ϕ

∂y

1

cos2 ϕ
=

1

x

∂ϕ

∂y
=

cos2 ϕ

r sin θ cosϕ
=

cosϕ

r sin θ
∂r

∂z
=

∂

∂z
(x2 + y2 + z2)1/2 =

1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2 ∂

∂z
z2 =

1

2r
2z =

z

r
= cos θ

∂

∂z
cos θ =

∂

∂z

z

(x2 + y2 + z2)1/2

∂θ

∂z

∂ cos θ

∂θ
= (x2 + y2 + z2)−1/2 + z

∂

∂z
(x2 + y2 + z2)−1/2

∂θ

∂z
(− sin θ) =

1

r
+ z(−1

2
)(x2 + y2 + z2)−3/2 ∂

∂z
z2

− sin θ
∂θ

∂z
=
r2

r3
− 1

2
z(x2 + y2 + z2)−3/22z

− sin θ
∂θ

∂z
= −−r

2 + z2

r3

∂θ

∂z
=
z2 − r2

r3 sin θ
=
r2 cos2 θ − r2

r3 sin θ
=

cos2 θ − 1

r sin θ
=
− sin2 θ

r sin θ
= −sin θ

r
∂

∂z
tanϕ =

∂

∂z

y

x
∂ϕ

∂z

∂

∂ϕ
tanϕ = 0

∂ϕ

∂z
= 0

以上をまとめると (81)を得る。

別解）直交座標変数 (x, y, z)の極座標微分は簡単に計算でき
∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ

 =


∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂θ

∂z
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϕ




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z



=

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ
−r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 (A3)

である。求めたい変換はこれの逆変換なので
∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ
−r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0


−1

∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ


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と逆行列を計算すれば良い。定義通り余因子行列を計算すると sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ
−r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0


−1

=
1

∆

 r2 sin2 θ cosϕ −(−r sin θ cos θ cosϕ) −r(sin2 θ + cos2 θ) sinϕ

−(−r2 sin2 θ sinϕ) r sin θ cos θ sinϕ −(−r(sin2 θ + cos2 θ) cosϕ)

r2 sin θ cos θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) −(r sin2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)) 0



=
1

∆

r
2 sin2 θ cosϕ r sin θ cos θ cosϕ −r sinϕ
r2 sin2 θ sinϕ r sin θ cos θ sinϕ r cosϕ

r2 sin θ cos θ −r sin2 θ 0


で行列式∆は変数変換のヤコビアンなので r2 sin θ、よって

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 =
1

r2 sin θ

r
2 sin2 θ cosϕ r sin θ cos θ cosϕ −r sinϕ
r2 sin2 θ sinϕ r sin θ cos θ sinϕ r cosϕ

r2 sin θ cos θ −r sin2 θ 0




∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ



=

sin θ cosϕ cos θ cosϕ
r

− sinϕ
r sin θ

sin θ sinϕ cos θ sinϕ
r

cosϕ
r sin θ

cos θ − sin θ
r

0




∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ


この各成分が以下のように対応するので、式 (81)を得る。

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 =


∂r
∂x

∂θ
∂x

∂ϕ
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂y

∂ϕ
∂y

∂r
∂z

∂θ
∂z

∂ϕ
∂z




∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ


となる。

別解の別解）極座標の∇が

∇ =
(
∂
∂r

1
r
∂
∂θ

1
r sin θ

∂
∂ϕ

)
であることに注意し、極座標に変換した後の微分演算子を∇に揃えて表記すると、最初の変換は

∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ

 =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ
−r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z




∂
∂r
1
r
∂
∂θ

1
r sin θ

∂
∂ϕ

 =

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ

− sinϕ cosϕ 0




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z


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と書くことができる。ここでの変換行列はR−1 = Rtを満たす直交行列なので、逆行列は転置で与
えられ、

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 =

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ

− sinϕ cosϕ 0


−1

∂
∂r
1
r
∂
∂θ

1
r sin θ

∂
∂ϕ



=

sin θ cosϕ cos θ cosϕ − sinϕ

sin θ sinϕ cos θ sinϕ cosϕ

cos θ − sin θ 0




∂
∂r
1
r
∂
∂θ

1
r sin θ

∂
∂ϕ



=

sin θ cosϕ cos θ cosϕ
r

− sinϕ
r sin θ

sin θ sinϕ cos θ sinϕ
r

cosϕ
r sin θ

cos θ − sin θ
r

0




∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ


となる。
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A.7 極座標のラプラシアン（直接計算）
極座標のラプラシアン

∇2ψ =
∂2

∂r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ +

1

r2
∂2

∂θ2
ψ +

cos θ

r2 sin θ

∂

∂θ
ψ +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ (82)

の導出。

まず、関数 f(r, θ, ϕ)の x, y, zによる 2階微分を計算する。(∂f/∂x)を一つの関数とみなして偏微
分の座標変換の式を使うと、

∂2

∂x2
f =

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂r

∂x

∂

∂r

(
∂f

∂x

)
+
∂θ

∂x

∂

∂θ

(
∂f

∂x

)
+
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ

(
∂f

∂x

)
= sin θ cosϕ

∂

∂r

(
∂f

∂x

)
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂x

)
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
∂f

∂x

)
(A4)

∂2

∂y2
f =

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
= sin θ sinϕ

∂

∂r

(
∂f

∂y

)
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂y

)
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
∂f

∂y

)
(A5)

∂2

∂z2
f =

∂

∂z

(
∂f

∂z

)
= cos θ

∂

∂r

(
∂f

∂z

)
− sin θ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂z

)
(A6)

以下、この各項を評価する。式 (A4)第 1項は

sin θ cosϕ
∂

∂r

(
∂f

∂x

)
= sin θ cosϕ

∂

∂r

(
sin θ cosϕ

∂

∂r
f +

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
f − sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
= sin2 θ cos2 ϕ

∂2

∂r2
f

+ sin θ cos θ cos2 ϕ
−1
r2

∂

∂θ
f +

sin θ cos θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

− sinϕ cosϕ
−1
r2

∂

∂ϕ
f − sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f

= sin2 θ cos2 ϕ
∂2

∂r2
f − sin θ cos θ cos2 ϕ

r2
∂

∂θ
f +

sin θ cos θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

+
sinϕ cosϕ

r2
∂

∂ϕ
f − sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f (A7)
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式 (A4)第 2項は
cos θ cosϕ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂x

)
=

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ

(
sin θ cosϕ

∂

∂r
f +

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
f − sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
=

cos θ cos2 ϕ

r
cos θ

∂

∂r
f +

sin θ cos θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

+
cos θ cos2 ϕ

r2
(− sin θ)

∂

∂θ
f +

cos2 θ cos2 ϕ

r2
∂2

∂θ2
f

− cos θ sinϕ cosϕ

r2

(
−1
sin2 θ

cos θ

)
∂

∂ϕ
f − cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f

=
cos2 θ cos2 ϕ

r

∂

∂r
f +

sin θ cos θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

− sin θ cos θ cos2 ϕ

r2
∂

∂θ
f +

cos2 θ cos2 ϕ

r2
∂2

∂θ2
f

+
cos2 θ sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
f − cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f (A8)

式 (A4)第 3項は

− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
∂f

∂x

)
= − sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
sin θ cosϕ

∂

∂r
f +

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
f − sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
= −sinϕ

r
(− sinϕ)

∂

∂r
f − sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f

− sinϕ cos θ

r2 sin θ
(− sinϕ)

∂

∂θ
f − cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f

+
sinϕ

r2 sin2 θ
cosϕ

∂

∂ϕ
f +

sin2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
f

=
sin2 ϕ

r

∂

∂r
f − sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f

+
cos θ sin2 ϕ

r2 sin θ

∂

∂θ
f − cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f

+
sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
f +

sin2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
f (A9)

となる。次に式 (A5)第 1項は

sin θ sinϕ
∂

∂r

(
∂f

∂y

)
= sin θ sinϕ

∂

∂r

(
sin θ sinϕ

∂

∂r
f +

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
f +

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
= sin2 θ sin2 ϕ

∂2

∂r2
f

+ sin θ cos θ sin2 ϕ
−1
r2

∂

∂θ
f +

sin θ cos θ sin2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

+ sinϕ cosϕ
−1
r2

∂

∂ϕ
f +

sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f

= sin2 θ sin2 ϕ
∂2

∂r2
f − sin θ cos θ sin2 ϕ

r2
∂

∂θ
f +

sin θ cos θ sin2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f
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− sinϕ cosϕ

r2
∂

∂ϕ
f +

sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f (A10)

式 (A5)第 2項は
cos θ sinϕ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂y

)
=

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ

(
sin θ sinϕ

∂

∂r
f +

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
f +

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
=

cos θ sin2 ϕ

r
cos θ

∂

∂r
f +

sin θ cos θ sin2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

+
cos θ sin2 ϕ

r2
(− sin θ)

∂

∂θ
f +

cos2 θ sin2 ϕ

r2
∂2

∂θ2
f

+
cos θ sinϕ cosϕ

r2

(
− cos θ

sin2 θ

)
∂

∂ϕ
f +

cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f

=
cos2 θ sin2 ϕ

r

∂

∂r
f +

sin θ cos θ sin2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
f

− sin θ cos θ sin2 ϕ

r2
∂

∂θ
f +

cos2 θ sin2 ϕ

r2
∂2

∂θ2
f

− cos2 θ sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
f +

cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f (A11)

式 (A5)第 3項は
cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
∂f

∂y

)
=

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

(
sin θ sinϕ

∂

∂r
f +

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
f +

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
f

)
=

cosϕ

r
cosϕ

∂

∂r
f +

cosϕ sinϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f

+
cos θ cosϕ

r2 sin θ
cosϕ

∂

∂θ
f +

cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f

+
cosϕ

r2 sin2 θ
(− sinϕ)

∂

∂ϕ
f +

cos2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
f

=
cos2 ϕ

r

∂

∂r
f +

cosϕ sinϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
f

+
cos θ cos2 ϕ

r2 sin θ

∂

∂θ
f +

cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
f

− sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
f +

cos2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
f (A12)

となる。最後に式 (A6)第 1項は

cos θ
∂

∂r

(
∂f

∂z

)
= cos θ

∂

∂r

(
cos θ

∂

∂r
f − sin θ

r

∂

∂θ
f

)
= cos2 θ

∂2

∂r2
f

− sin θ cos θ

(
−1
r2

)
∂

∂θ
f − sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
f

= cos2 θ
∂2

∂r2
f +

sin θ cos θ

r2
∂

∂θ
f − sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
f (A13)
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式 (A6)第 2項は

−sin θ

r

∂

∂θ

(
∂f

∂z

)
= −sin θ

r

∂

∂θ

(
cos θ

∂

∂r
f − sin θ

r

∂

∂θ
f

)
= −sin θ

r
(− sin θ)

∂

∂r
f − sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
f

+
sin θ

r2
cos θ

∂

∂θ
f +

sin2 θ

r2
∂2

∂θ2
f

=
sin2 θ

r

∂

∂r
f − sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
f +

sin θ cos θ

r2
∂

∂θ
f +

sin2 θ

r2
∂2

∂θ2
f (A14)

となる。以上を利用し

∇2ψ =
∂2

∂x2
ψ +

∂2

∂y2
ψ +

∂2

∂z2
ψ

を ψの極座標微分の各項ごとに調べる。
∂2

∂r2
ψ の項 : sin2 θ cos2 ϕ

∂2

∂r2
ψ + sin2 θ sin2 ϕ

∂2

∂r2
ψ + cos2 θ

∂2

∂r2
ψ ← (A7), (A10), (A13)

=
[
sin2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + cos2 θ

] ∂2
∂r2

ψ

= (sin2 θ + cos2 θ)
∂2

∂r2
ψ

=
∂2

∂r2
ψ

∂2

∂r∂θ
ψ の項 :

sin θ cos θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
ψ +

sin θ cos θ cos2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
ψ +

sin θ cos θ sin2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
ψ

+
sin θ cos θ sin2 ϕ

r

∂2

∂r∂θ
ψ − sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
ψ − sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
ψ

← (A7), (A8), (A10), (A11), (A13), (A14)

=

[
2
sin θ cos θ cos2 ϕ

r
+ 2

sin θ cos θ sin2 ϕ

r
− 2

sin θ cos θ

r

]
∂2

∂r∂θ
ψ

=

[
2
sin θ cos θ

r
− 2

sin θ cos θ

r

]
∂2

∂r∂θ
ψ

= 0

∂2

∂r∂ϕ
ψ の項 : −sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
ψ − sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
ψ +

sinϕ cosϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
ψ +

cosϕ sinϕ

r

∂2

∂r∂ϕ
ψ

← (A7), (A9), (A10), (A12)

= 0

∂2

∂2θ
ψ の項 :

cos2 θ cos2 ϕ

r2
∂2

∂θ2
ψ +

cos2 θ sin2 ϕ

r2
∂2

∂θ2
ψ +

sin2 θ

r2
∂2

∂θ2
ψ ← (A8), (A11), (A14)

=

[
cos2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

r2
+

sin2 θ

r2

]
∂2

∂θ2
ψ

=

[
cos2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

r2
+

sin2 θ

r2

]
∂2

∂θ2
ψ
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=
(cos2 θ + sin2 θ)

r2
∂2

∂θ2
ψ

=
1

r2
∂2

∂θ2
ψ

∂2

∂θ∂ϕ
ψ の項 : −cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
ψ − cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
ψ +

cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
ψ

+
cos θ sinϕ cosϕ

r2 sin θ

∂2

∂θ∂ϕ
ψ ← (A8), (A9), (A11), (A12)

= 0

∂2

∂ϕ2
ψ の項 :

sin2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ +

cos2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ ← (A9), (A12)

=
sin2 ϕ+ cos2 ϕ

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ

=
1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ

∂

∂r
ψ の項 :

cos2 θ cos2 ϕ

r

∂

∂r
ψ +

sin2 ϕ

r

∂

∂r
ψ +

cos2 θ sin2 ϕ

r

∂

∂r
ψ +

cos2 ϕ

r

∂

∂r
ψ +

sin2 θ

r

∂

∂r
ψ

← (A8), (A9), (A11), (A12), (A14)

=

[
cos2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

r
+

sin2 ϕ+ cos2 ϕ

r
+

sin2 θ

r

]
∂

∂r
ψ

=

[
(cos2 θ + sin2 θ)

r
+

1

r

]
∂

∂r
ψ

=
2

r

∂

∂r
ψ

∂

∂θ
ψ の項 : −sin θ cos θ cos2 ϕ

r2
∂

∂θ
ψ − sin θ cos θ cos2 ϕ

r2
∂

∂θ
ψ +

cos θ sin2 ϕ

r2 sin θ

∂

∂θ
ψ

− sin θ cos θ sin2 ϕ

r2
∂

∂θ
ψ − sin θ cos θ sin2 ϕ

r2
∂

∂θ
ψ +

cos θ cos2 ϕ

r2 sin θ

∂

∂θ
ψ

+
sin θ cos θ

r2
∂

∂θ
ψ +

sin θ cos θ

r2
∂

∂θ
ψ

← (A7), (A8), (A9), (A10), (A11), (A12), (A13), (A14)

=

[
−2sin θ cos θ cos

2 ϕ

r2
+

cos θ sin2 ϕ

r2 sin θ

− 2
sin θ cos θ sin2 ϕ

r2
+

cos θ cos2 ϕ

r2 sin θ

+ 2
sin θ cos θ

r2

]
∂

∂θ
ψ

=

[
−2sin θ cos θ(cos

2 ϕ+ sin2 ϕ)

r2
+ 2

sin θ cos θ

r2
+

cos θ(sin2 ϕ+ cos2 ϕ)

r2 sin θ

]
∂

∂θ
ψ

=
cos θ

r2 sin θ

∂

∂θ
ψ
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∂

∂ϕ
ψ の項 :

sinϕ cosϕ

r2
∂

∂ϕ
ψ +

cos2 θ sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
ψ +

sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
ψ − sinϕ cosϕ

r2
∂

∂ϕ
ψ

− cos2 θ sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
ψ − sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
ψ ← (A7), (A8), (A9), (A10), (A11), (A12)

= 0

以上まとめると

=
∂2

∂r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ +

1

r2
∂2

∂θ2
ψ +

cos θ

r2 sin θ

∂

∂θ
ψ +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ

を得る。
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A.8 極座標のラプラシアン（計量テンソル）
極座標のラプラシアン

∇2ψ =
1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
ψ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
ψ

]
(83)

の計量テンソルを使った導出。

3次元の曲線座標でのラプラシアンは一般に

∇2ψ =
1
√
g

3∑
i,j=1

∂

∂qi

(
√
ggij

∂

∂qj

)
ψ

と与えられる（導出は国広悌二「量子力学」(東京図書)p.78、猪木慶治・川合光「量子力学 I」(講
談社サイエンティフィク)p.286などを参照）。計量テンソルなどの定義は

gij =
3∑

k=1

∂xk

∂qi
∂xk

∂qj
, g = det gij,

3∑
k=1

gikgkj = δij (gijは gijの逆行列)

であり、極座標の場合の計算には

(q1, q2, q3) = (r, θ, ϕ)

とすれば良い。計量テンソル gijを計算すると5

g11 =
∂x

∂r

∂x

∂r
+
∂y

∂r

∂y

∂r
+
∂z

∂r

∂z

∂r

= sin2 θ cos2 ϕ+ sin2 θ sin2 ϕ+ cos2 θ

= sin2 θ + cos2 θ

= 1

g12 = g21 =
∂x

∂r

∂x

∂θ
+
∂y

∂r

∂y

∂θ
+
∂z

∂r

∂z

∂θ

= sin θ cosϕr cos θ cosϕ+ sin θ sinϕr cos θ sinϕ+ cos θ(−r sin θ)

= r sin θ cos θ cos2 ϕ+ r cos θ sin θ sin2 ϕ− r sin θ cos θ

= r sin θ cos θ − r sin θ cos θ

= 0

g13 = g31 =
∂x

∂r

∂x

∂ϕ
+
∂y

∂r

∂y

∂ϕ
+
∂z

∂r

∂z

∂ϕ

= sin θ cosϕ(−r sin θ sinϕ) + sin θ sinϕr sin θ cosϕ+ cos θ × 0

= −r sin2 θ sinϕ cosϕ+ r sin2 θ sinϕ cosϕ

5極座標での微小線素が ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2であること使えば係数から計量テンソルがすぐ得られる。
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= 0

g22 =
∂x

∂θ

∂x

∂θ
+
∂y

∂θ

∂y

∂θ
+
∂z

∂θ

∂z

∂θ

= r2 cos2 θ cos2 ϕ+ r2 cos2 θ sin2 ϕ+ r2 sin2 θ

= r2(cos2 θ + sin2 θ)

= r2

g23 = g32 =
∂x

∂θ

∂x

∂ϕ
+
∂y

∂θ

∂y

∂ϕ
+
∂z

∂θ

∂z

∂ϕ

= r cos θ cosϕ(−r sin θ sinϕ) + r cos θ sinϕr sin θ cosϕ+ cos θ × 0

= −r2 sin θ cos θ sinϕ cosϕ+ r2 sin θ cos θ sinϕ cosϕ

= 0

g33 =
∂x

∂ϕ

∂x

∂ϕ
+
∂y

∂ϕ

∂y

∂ϕ
+
∂z

∂ϕ

∂z

∂ϕ

= r2 sin2 θ sin2 ϕ+ r2 sin2 θ cos2 ϕ

= r2 sin2 θ

つまり

gij =

1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ


を得る。これを用いて

√
g =

√
r4 sin2 θ = r2 sin θ

gij =

1 0 0

0 1
r2

0

0 0 1
r2 sin2 θ


ここで対角行列の逆行列は各成分の逆数をとったもので与えられることを用いた。以上より

∇2ψ =
1

r2 sin θ

∑
ij

∂

∂qi

(
r2 sin θgij

∂

∂qj

)
ψ

=
1

r2 sin θ

[
∂

∂r

(
r2 sin θg11

∂

∂r

)
+

∂

∂θ

(
r2 sin θg22

∂

∂θ

)
+

∂

∂ϕ

(
r2 sin θg33

∂

∂ϕ

)]
ψ

=

[
1

r2 sin θ

∂

∂r

(
r2 sin θ

∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂ϕ

(
∂

∂ϕ

)]
ψ

=

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin θ

∂2

∂ϕ2

]
ψ

を得る。第 1項は
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
ψ =

1

r2

(
2r

∂

∂r
+ r2

∂2

∂r2

)
ψ =

∂2

∂r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ =

1

r

∂2

∂r2
(rψ)

20



となるので

∇2ψ =
1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
ψ

)
+

1

sin θ

∂2

∂ϕ2
ψ

]
を得る。
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A.9 角運動量演算子
角運動量演算子とL2の極座標表示の計算。

以下では L̂xなどが作用する関数を省略するが、微分演算子は常に右にある関数を微分することに
注意。角運動量演算子の各成分を極座標で評価する。

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y

= −iℏ
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
= −iℏ

[
y

(
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂θ

∂z

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂z

∂

∂ϕ

)
− z

(
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ

)]
= −iℏ

[
r sin θ sinϕ

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)
− r cos θ

(
sin θ sinϕ

∂

∂r
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

)]
= −iℏ

[(
− sin2 θ sinϕ− cos2 θ sinϕ

) ∂
∂θ
− cos θ cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

]
L̂x= iℏ

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z

= −iℏ
(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
= −iℏ

[
r cos θ

(
sin θ cosϕ

∂

∂r
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

)
− r sin θ cosϕ

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)]
= −iℏ

[
(cos2 θ cosϕ+ sin2 θ cosϕ)

∂

∂θ
− cos θ sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ

]
L̂y= −iℏ

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x

= −iℏ
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −iℏ

[
r sin θ cosϕ

(
sin θ sinϕ

∂

∂r
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

)

− r sin θ sinϕ
(
sin θ cosϕ

∂

∂r
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

)]

= −iℏ

[
cos2 ϕ

∂

∂ϕ
+ sin2 ϕ

∂

∂ϕ

]
L̂z= −iℏ

∂

∂ϕ
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角運動量演算子の 2乗：
L̂2 = L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z

各成分：

L̂2
x = iℏ

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)[
iℏ
(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)]
= −ℏ2

[
sinϕ

∂

∂θ

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)]
= −ℏ2

[
sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+ sinϕ cosϕ

(
∂ cot θ

∂θ

)
∂

∂ϕ
+ cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot θ cosϕ

(
∂ sinϕ

∂ϕ

)
∂

∂θ
+ cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂ϕ∂θ

+ cot2 θ cosϕ

(
∂ cosϕ

∂ϕ

)
∂

∂ϕ
+ cot2 θ cos2 ϕ

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[
sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+ sinϕ cosϕ

(
−1
sin2 θ

)
∂

∂ϕ
+ cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot θ cosϕ(cosϕ)
∂

∂θ
+ cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂ϕ∂θ

+ cot2 θ cosϕ (− sinϕ)
∂

∂ϕ
+ cot2 θ cos2 ϕ

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[
sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+ cot θ cos2 ϕ

∂

∂θ
+ 2 cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot2 θ cos2 ϕ
∂2

∂ϕ2
− 1 + cos2 θ

sin2 θ
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ

]

L̂2
y = −iℏ

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)[
−iℏ

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)]
= −ℏ2

[
cosϕ

∂

∂θ

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)]
= −ℏ2

[
cos2 ϕ

∂2

∂θ2
− sinϕ cosϕ

(
∂ cot θ

∂θ

)
∂

∂ϕ
− cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

− cot θ sinϕ

(
∂ cosϕ

∂ϕ

)
∂

∂θ
− cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot2 θ sinϕ

(
∂ sinϕ

∂ϕ

)
∂

∂ϕ
+ cot2 θ sin2 ϕ

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[
cos2 ϕ

∂2

∂θ2
− sinϕ cosϕ

(
−1
sin2 θ

)
∂

∂ϕ
− cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

− cot θ sinϕ (− sinϕ)
∂

∂θ
− cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ
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+ cot2 θ sinϕ (cosϕ)
∂

∂ϕ
+ cot2 θ sin2 ϕ

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[
cos2 ϕ

∂2

∂θ2
+ cot θ sin2 ϕ

∂

∂θ
− 2 cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot2 θ sin2 ϕ
∂2

∂ϕ2
+

1 + cos2 θ

sin2 θ
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ

]

L̂2
z =

(
−iℏ ∂

∂ϕ

)(
−iℏ ∂

∂ϕ

)
= −ℏ2 ∂

2

∂ϕ2

のように計算されるので、全て足すと

L̂2 = −ℏ2
[
sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+ cot θ cos2 ϕ

∂

∂θ
+ 2 cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot2 θ cos2 ϕ
∂2

∂ϕ2
− 1 + cos2 θ

sin2 θ
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ

]

− ℏ2
[
cos2 ϕ

∂2

∂θ2
+ cot θ sin2 ϕ

∂

∂θ
− 2 cot θ sinϕ cosϕ

∂2

∂θ∂ϕ

+ cot2 θ sin2 ϕ
∂2

∂ϕ2
+

1 + cos2 θ

sin2 θ
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ

]

− ℏ2
∂2

∂ϕ2

= −ℏ2
[
(sin2 ϕ+ cos2 ϕ)

∂2

∂θ2
+ cot θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

∂

∂θ

+ cot2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

cos2 θ + sin2 θ

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[
∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]

= −ℏ2
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
よって

L̂2Y (θ, ϕ) = −ℏ2
[

1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ
Y (θ, ϕ)

]
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
Y (θ, ϕ)

]
= −ℏ2B̂Y (θ, ϕ)
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を得る。

別解）示したいのは B̂ = −L̂2/ℏ2であるので、変数分離前の式に戻ると

∇2 =
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2
B̂

∇2 =
1

r

∂2

∂r2
r − L̂2

ℏ2r2
(A15)

を示せばよい。角運動量演算子を成分表示すると、

(L̂)i = (r̂ × p̂)i =
3∑

j,k=1

ϵijkr̂j p̂k

ここで添字の 1,2,3はそれぞれ x, y, z成分を表し、完全反対称テンソルは ϵ123 = 1として全ての添
字の入れ替えに対して反対称である。このとき角運動量の 2乗は

L̂2 = (r̂ × p̂) · (r̂ × p̂)

=
∑
i

∑
jk

ϵijkr̂j p̂k
∑
lm

ϵilmr̂lp̂m

=
∑
jklm

(
∑
i

ϵijkϵilm)r̂j p̂kr̂lp̂m

=
∑
jklm

(δjlδkm − δjmδkl)r̂j p̂kr̂lp̂m

=
∑
jk

(r̂j p̂kr̂j p̂k − r̂j p̂kr̂kp̂j) (A16)

ここで公式6∑
i

ϵijkϵilm = δjlδkm − δjmδkl

を使った。位置と運動量の交換関係は、3次元の場合は同じ成分同士で交換させたときにのみ iℏ
となるので

[r̂i, p̂j] = iℏδij, ⇒ r̂ip̂j − p̂j r̂i = iℏδij

これを用いると式 (A16)の第 1項は∑
jk

r̂j p̂kr̂j p̂k =
∑
jk

r̂j(r̂j p̂k − iℏδjk)p̂k

=
∑
jk

r̂j r̂j p̂kp̂k − iℏ
∑
jk

r̂j p̂kδjk

=
∑
j

r̂j r̂j
∑
k

p̂kp̂k − iℏ
∑
j

r̂j p̂j

= (r̂2)(p̂2)− iℏr̂ · p̂
6完全反対称性により ϵの添字は全て異なるので、左辺の iを例えば 1に固定すると (j, k)、(l,m)として許される

のは (2,3)または (3,2)。これらの組み合わせは必ず 2つの添字の組が一致し、反対称性から符号を決めると右辺が得
られる。
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となる。一方第 2項は

−
∑
jk

r̂j p̂kr̂kp̂j = −
∑
jk

(p̂kr̂j + iℏδkj)r̂kp̂j

= −
∑
jk

p̂kr̂j r̂kp̂j − iℏ
∑
jk

δkj r̂kp̂j

= −
∑
jk

p̂kr̂kr̂j p̂j − iℏ
∑
j

r̂j p̂j

= −
∑
jk

(r̂kp̂k − iℏδkk)r̂j p̂j − iℏ
∑
j

r̂j p̂j

= −
∑
k

r̂kp̂k
∑
j

r̂j p̂j + iℏ
∑
k

δkk
∑
j

r̂j p̂j − iℏ
∑
j

r̂j p̂j

= −(r̂ · p̂)(r̂ · p̂) + 3iℏ(r̂ · p̂)− iℏ(r̂ · p̂)

= −(r̂ · p̂)(r̂ · p̂) + 2iℏ(r̂ · p̂)

ここで

[r̂i, r̂j] = 0, ⇒ r̂ir̂j = r̂j r̂i∑
k

δkk = δ11 + δ22 + δ33 = 3

を用いた。以上まとめると

L̂2 = (r̂2)(p̂2)− iℏr̂ · p̂− (r̂ · p̂)(r̂ · p̂) + 2iℏ(r̂ · p̂)

(r̂2)(p̂2) = (r̂ · p̂)(r̂ · p̂)− iℏr̂ · p̂+ L̂2

を得る。座標表示では

−ℏ2r2∇2 = −iℏ(r ·∇)[−iℏ(r ·∇)]− iℏ(−iℏ(r ·∇)) + L̂2

−ℏ2r2∇2 = −ℏ2(r ·∇)(r ·∇)− ℏ2(r ·∇) + L̂2

∇2 =
1

r2
(r ·∇)(r ·∇) +

1

r2
(r ·∇)− L̂2

ℏ2r2

となる。ここで rは動径方向を向いているので、rとの内積をとると∇の動径方向成分、つまり
∂/(∂r)が残る。よって

r ·∇ = r
∂

∂r

(r ·∇)(r ·∇) = r
∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
= r

∂

∂r
+ r2

∂2

∂r2
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となるので

∇2 =
1

r2

(
r
∂

∂r
+ r2

∂2

∂r2

)
+

1

r2
r
∂

∂r
− L̂2

ℏ2r2

=
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L̂2

ℏ2r2

=
1

r

∂2

∂r2
r − L̂2

ℏ2r2

と式 (A15)を得る。
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A.10 交換する演算子と同時固有状態
交換する演算子に対して、同時固有状態が存在することの説明。

演算子 Â, B̂が交換する場合

[Â, B̂] = 0

を考える。Âの固有値 aiを持つ固有状態を |ai⟩とすると

Â |ai⟩ = ai |ai⟩

左から B̂を作用させると、

B̂Â |ai⟩ = aiB̂ |ai⟩

ÂB̂ |ai⟩ = aiB̂ |ai⟩ ← [Â, B̂] = 0

Â(B̂ |ai⟩) = ai(B̂ |ai⟩) (A17)

となる。これは状態 B̂ |ai⟩の Âの固有値が aiであることを示している。

1) Âの固有値に縮退がない場合
固有値 aiを持つ状態は |ai⟩のみなので、B̂ |ai⟩は |ai⟩に比例する。比例係数を biとおくと

B̂ |ai⟩ = bi |ai⟩

となり、これは |ai⟩が固有値 biを持つ B̂の固有状態であることを示している。よってこの状態を
|ai, bi⟩と書き直すと

Â |ai, bi⟩ = ai |ai, bi⟩

B̂ |ai, bi⟩ = bi |ai, bi⟩

という同時固有状態が存在することになる。

2) Âの固有値に縮退がある場合
固有値 aiを持つ状態がN個存在する（N重に縮退している）とする。異なる状態を区別するため
に添字 nを導入すると、

Â |a(n)i ⟩ = ai |a(n)i ⟩ (n = 1, 2, · · · , N)

⟨a(n)i |a
(m)
i ⟩ = δnm

となる。どの |a(n)i ⟩に Âを作用させても同じ aiを返すので、C(n)を定数として |a(n)i ⟩の線形結合

|ψ⟩ =
N∑
n=1

C(n) |a(n)i ⟩
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を作ると、|ψ⟩の Âの固有値は aiになる：

Â |ψ⟩ =
N∑
n=1

C(n)Â |a(n)i ⟩ =
N∑
n=1

C(n)ai |a(n)i ⟩ = ai

N∑
n=1

C(n) |a(n)i ⟩ = ai |ψ⟩

つまり、固有値 aiを持つ一般の状態は |a(n)i ⟩の線形結合で書ける。|a(n)i ⟩に対し (A17)を適用す
ると

Â(B̂ |a(n)i ⟩) = ai(B̂ |a(n)i ⟩)

となるため、B̂ |a(n)i ⟩は固有値 aiを持つ Âの固有状態であり、|ψ⟩のように展開できる。添字 nは
既に使っているので、和をとる添字をmにして、展開係数を b

(m,n)
i （固有値 aiを持つ n番目の状

態を展開した時のm番目の状態の係数）とすると

B̂ |a(n)i ⟩ =
N∑
m=1

b
(m,n)
i |a(m)

i ⟩

左から ⟨a(ℓ)i |をかけると

⟨a(ℓ)i | B̂ |a
(n)
i ⟩ =

N∑
m=1

b
(m,n)
i ⟨a(ℓ)i |a

(m)
i ⟩ =

N∑
m=1

b
(m,n)
i δℓm = b

(ℓ,n)
i

となる。つまり b
(ℓ,n)
i は B̂の行列要素である。B̂がエルミート演算子のとき、B̂の行列要素はエル

ミート行列になる。任意のエルミート行列はユニタリー行列で対角化できるので、相似変換で

⟨a(ℓ)i | B̂ |a
(n)
i ⟩ ∼


b
(1)
i

b
(2)
i

. . .

b
(N)
i


となる。これは、適切な |a(m)

i ⟩の線形結合を取ると、B̂の固有値が b
(n)
i となるような状態が作れる

ことを意味している。よって固有値 b
(n)
i を与えるような |a(m)

i ⟩の線形結合を |ai, b(n)i ⟩と書き直すと

Â |ai, b(n)i ⟩ = ai |ai, b(n)i ⟩

B̂ |ai, b(n)i ⟩ = b
(n)
i |ai, b

(n)
i ⟩

という同時固有状態が存在することになる。
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A.11 ルジャンドル多項式
ルジャンドルの微分方程式

(1− z2) d
2

dz2
P (z)− 2z

d

dz
P (z) + λP (z) = 0 (106)

の有限の（発散しない）解を得るには ℓを非負整数として λ = ℓ(ℓ+1)が成立する必要があり、解
がルジャンドル多項式 Pℓ(z)になることの説明。

解の性質を調べるために級数展開

P (z) =
∞∑
n=0

anz
n (107)

を代入すると、

(1− z2) d
2

dz2

∞∑
n=0

anz
n − 2z

d

dz

∞∑
n=0

anz
n + λ

∞∑
n=0

anz
n = 0

∞∑
ℓ=0

[
(1− z2)an

d

dz
nzn−1 − 2zannz

n−1 + λanz
n

]
= 0

∞∑
n=0

[
(1− z2)ann(n− 1)zn−2 − 2nanz

n + λanz
n
]
= 0

∞∑
n=0

n(n− 1)anz
n−2 +

∞∑
n=0

[
−(n2 − n)− 2n+ λ

]
anz

n = 0

∞∑
m=−2

(m+ 2)(m+ 1)am+2z
m +

∞∑
n=0

(
−n2 − n+ λ

)
anz

n = 0 (m+ 2 = n)

zのべきの各項が 0にならないといけないので、zℓの項の係数に注目すると

(ℓ+ 2)(ℓ+ 1)aℓ+2 +
(
−ℓ2 − ℓ+ λ

)
aℓ = 0

(ℓ+ 2)(ℓ+ 1)aℓ+2 =
(
ℓ2 + ℓ− λ

)
aℓ

aℓ+2 =
ℓ(ℓ+ 1)− λ
(ℓ+ 2)(ℓ+ 1)

aℓ (108)

という aℓに関する漸化式を得る。a0, a1（2階の微分方程式なので積分定数は 2つ）を与えれば式
(108)が全ての aℓを決定し、固有関数 P (z)が定まる。もし λが任意の実数で a0 ̸= 0、a1 ̸= 0なら
級数は ℓ→∞の次数まで続く。ℓが大きいときの係数は

aℓ+2 =
ℓ2 + · · ·
ℓ2 + · · ·

aℓ ∼ aℓ ℓ≫ 1

となることから、十分大きい ℓでは係数は一定の値に収束する

lim
ℓ→∞

aℓ = a
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このとき、P (z)の z = 1での値は

P (z = 1) =
∞∑
ℓ=0

aℓ ∼
∞∑
ℓ≫1

a =∞

と発散してしまう。P (z)は波動関数の一部分なので、発散すると波動関数としての性質を満たさ
ない（確率が無限大）。z = 1で P (z)が発散しないためには級数展開が有限項で終わる必要があ
る。λが任意の実数のままで発散しない解を作るには

a0 = a1 = 0

つまり全ての項の係数を 0にして

P (z) = 0

とするしかないが、これは物理的意味のない自明な解 ψ(r) = 0になってしまう。もし非負整数 ℓ

に対し

λ = ℓ(ℓ+ 1) (109)

であれば、
...

aℓ−2 =
(ℓ− 4)(ℓ− 3)− ℓ(ℓ+ 1)

(ℓ− 2)(ℓ− 3)
aℓ−4 =

−8ℓ+ 12

(ℓ− 2)(ℓ− 3)
aℓ−4

aℓ =
(ℓ− 2)(ℓ− 1)− ℓ(ℓ+ 1)

ℓ(ℓ− 1)
aℓ−2 =

−4ℓ+ 2

ℓ(ℓ− 1)
aℓ−2

aℓ+2 =
ℓ(ℓ+ 1)− ℓ(ℓ+ 1)

(ℓ+ 2)(ℓ+ 1)
aℓ = 0

...

のように、aℓ−2, aℓ−4, · · · が有限であっても aℓ+2, aℓ+4, · · · は全て 0になる。aℓ−2, aℓ−4, · · · を有限に
するには、

1.) ℓが偶数の場合：a0 ̸= 0

2.) ℓが奇数の場合：a1 ̸= 0

という条件が必要である（λ = ℓ(ℓ+1)であったとしても、a0 = a1 = 0であれば自明な解P (z) = 0

になってしまう）。
aℓから 1ずれた系列の漸化式、つまり 1.)の場合の奇数次項、2.)の場合の偶数次項について考

える。この級数は λ = ℓ(ℓ+1)としても初項が 0でない限り無限に続く。よって意味のある解を得
るためには
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1.) ℓが偶数の場合：a1 = 0

2.) ℓが奇数の場合：a0 = 0

という条件が必要であり、これを要請する（シュレディンガー方程式を解く際に、束縛状態の波動
関数が無限遠での境界条件を満たすように遠方で発散する解を捨てる操作と同じ）。まとめると、
物理的に意味のある解の条件は非負整数 ℓに対し λ = ℓ(ℓ+ 1)として、

1.) ℓが偶数の場合：a0 ̸= 0、a1 = 0

2.) ℓが奇数の場合：a1 ̸= 0、a0 = 0

となる。つまり 1.)の場合P (z)は有限の偶数べきのみの多項式、2.)の場合は有限の奇数べきのみ
の多項式になる。この場合の解を（有限項の和なので）ルジャンドル多項式と呼び Pℓ(z)と書く。
具体的な形は

Pℓ(z) =
1

2ℓℓ!

dℓ

dzℓ
(z2 − 1)ℓ (110)

で与えられる。（z2ℓを ℓ回微分するので）Pℓ(z)の最大の次数の項は zℓ。具体形は

P0(z) = 1

P1(z) = z

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1)

P3(z) =
1

2
(5z3 − 3z)

P4(z) =
1

8
(35z4 − 30z2 + 3)

...
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A.12 ルジャンドル陪微分方程式
ルジャンドル陪多項式

Pm
ℓ (z) = (1− z2)|m|/2d

|m|Pℓ(z)

dz|m| (111)

がルジャンドル陪微分方程式（λ = ℓ(ℓ+ 1)を代入）

d

dz

[
(1− z2) d

dz
Pm
ℓ (z)

]
+

(
ℓ(ℓ+ 1)− m2

1− z2

)
Pm
ℓ (z) = 0 (104)

の解になっていることの説明。

m = 0の場合、式 (111)は

Pm
ℓ (z) = (1− z2)0d

0Pℓ(z)

dz0
= Pℓ(z)

とルジャンドル多項式に帰着し、式 (104)もルジャンドルの微分方程式になるため、明らかに解に
なっている。m < 0の場合、式 (104)は

d

dz

[
(1− z2) d

dz
P

−|m|
ℓ (z)

]
+

(
ℓ(ℓ+ 1)− m2

1− z2

)
P

−|m|
ℓ (z) = 0

となるが、これは P
|m|
ℓ (z)に対する微分方程式と同じ形をしている。つまり解 P

−|m|
ℓ (z)と P

|m|
ℓ (z)

は同じ形をしており、m > 0の場合に式 (111)が式 (104)を満たすことを示せば良い。

以下m > 0とし

Pm
ℓ (z) = (1− z2)m/2d

mPℓ(z)

dzm

について考える。方針は以下のとおり：

1.) ルジャンドルの微分方程式を zでm階微分する

2.) Pm
ℓ (z)の zによる 1階、2階微分を計算する

3.) 1.)の結果に (1− z2)m/2をかけて 2.)を用いることで Pm
ℓ (z)が式 (104)を満たすことを示す。
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1.) 準備として以下の微分を計算する
dm

dzm

[
z2
d2

dz2
Pℓ(z)

]
=

dm−1

dzm−1

[
2z

d2

dz2
Pℓ(z) + z2

d3

dz3
Pℓ(z)

]
=

dm−2

dzm−2

[
d

dz

(
2z

d2

dz2
Pℓ(z)

)
+

d

dz

(
z2
d3

dz3
Pℓ(z)

)]
=

dm−2

dzm−2

[
2
d2

dz2
Pℓ(z) + 2z

d3

dz3
Pℓ(z) + 2z

d3

dz3
Pℓ(z) + z2

d4

dz4
Pℓ(z)

]
=

dm−2

dzm−2

[
2
d2

dz2
Pℓ(z) + 4z

d3

dz3
Pℓ(z) + z2

d4

dz4
Pℓ(z)

]
(A18)

=
dm−3

dzm−3

[
2
d3

dz3
Pℓ(z) +

d

dz

(
4z

d3

dz3
Pℓ(z)

)
+

d

dz

(
z2
d4

dz4
Pℓ(z)

)]
=

dm−3

dzm−3

[
2
d3

dz3
Pℓ(z) + 4

d3

dz3
Pℓ(z) + 4z

d4

dz4
Pℓ(z) + 2z

d4

dz4
Pℓ(z) + z2

d5

dz5
Pℓ(z)

]
=

dm−3

dzm−3

[
6
d3

dz3
Pℓ(z) + 6z

d4

dz4
Pℓ(z) + z2

d5

dz5
Pℓ(z)

]
(A19)

ここで (A18)と (A19)を比較すると、第 2項の係数は微分を 1回処理するごとに（z2を微分して
出てくる）2zが加算されるので n回目には 2nz、第 1項の係数は毎回（2(n− ℓ)zを微分して出て
くる）第 2項の係数が加えられるので

n∑
ℓ=1

2(n− ℓ) = 2n
n∑
ℓ=1

1− 2
n∑
ℓ=1

ℓ = 2n2 − 2
n(n+ 1)

2
= n2 − n = n(n− 1)

となる。よって n個の微分を処理した段階で
dm

dzm

[
z2
d2

dz2
Pℓ(z)

]
=

dm−n

dzm−n

[
n(n− 1)

dn

dzn
Pℓ(z) + 2nz

dn+1

dzn+1
Pℓ(z) + z2

dn+2

dzn+2
Pℓ(z)

]
となることがわかる。最終的にm個全ての微分を処理すると（n = mとすると）

dm

dzm

[
z2
d2

dz2
Pℓ(z)

]
= m(m− 1)

dm

dzm
Pℓ(z) + 2mz

dm+1

dzm+1
Pℓ(z) + z2

dm+2

dzm+2
Pℓ(z)

となることがわかる。同様に
dm

dzm

[
z
d

dz
Pℓ(z)

]
=

dm−1

dzm−1

[
d

dz
Pℓ(z) + z

d2

dz2
Pℓ(z)

]
=

dm−2

dzm−2

[
d2

dz2
Pℓ(z) +

d

dz

(
z
d2

dz2
Pℓ(z)

)]
=

dm−2

dzm−2

[
d2

dz2
Pℓ(z) +

d2

dz2
Pℓ(z) + z

d3

dz3
Pℓ(z)

]
=

dm−2

dzm−2

[
2
d2

dz2
Pℓ(z) + z

d3

dz3
Pℓ(z)

]
=

dm−3

dzm−3

[
2
d3

dz3
Pℓ(z) +

d

dz

(
z
d3

dz3
Pℓ(z)

)]
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=
dm−3

dzm−3

[
2
d3

dz3
Pℓ(z) +

d3

dz3
Pℓ(z) + z

d4

dz4
Pℓ(z)

]
=

dm−3

dzm−3

[
3
d3

dz3
Pℓ(z) + z

d4

dz4
Pℓ(z)

]
= · · ·

=
dm−n

dzm−n

[
n
dn

dzn
Pℓ(z) + z

dn+1

dzn+1
Pℓ(z)

]
= · · ·

= m
dm

dzm
Pℓ(z) + z

dm+1

dzm+1
Pℓ(z)

となる。以上を利用してルジャンドルの微分方程式をm階微分すると

0 =
dm

dzm

[
(1− z2) d

2

dz2
Pℓ(z)− 2z

d

dz
Pℓ(z) + ℓ(ℓ+ 1)Pℓ(z)

]
=

dm+2

dzm+2
Pℓ(z)−

dm

dzm

[
z2
d2

dz2
Pℓ(z)

]
− 2

dm

dzm

[
z
d

dz
Pℓ(z)

]
+ ℓ(ℓ+ 1)

dm

dzm
Pℓ(z)

=
dm+2

dzm+2
Pℓ(z)−m(m− 1)

dm

dzm
Pℓ(z)− 2mz

dm+1

dzm+1
Pℓ(z)− z2

dm+2

dzm+2
Pℓ(z)

− 2m
dm

dzm
Pℓ(z)− 2z

dm+1

dzm+1
Pℓ(z) + ℓ(ℓ+ 1)

dm

dzm
Pℓ(z)

=
dm+2

dzm+2
Pℓ(z)− z2

dm+2

dzm+2
Pℓ(z)

− 2mz
dm+1

dzm+1
Pℓ(z)− 2z

dm+1

dzm+1
Pℓ(z)

−m(m− 1)
dm

dzm
Pℓ(z)− 2m

dm

dzm
Pℓ(z) + ℓ(ℓ+ 1)

dm

dzm
Pℓ(z)

= (1− z2) d
m+2

dzm+2
Pℓ(z)− 2(m+ 1)z

dm+1

dzm+1
Pℓ(z) + [ℓ(ℓ+ 1)−m(m+ 1)]

dm

dzm
Pℓ(z) (A20)

という関係を得る。

2.) 次にルジャンドル陪多項式（m > 0）を zで微分すると
d

dz
Pm
ℓ (z) =

d

dz

[
(1− z2)m/2d

mPℓ(z)

dzm

]
=
m

2
(1− z2)m/2−1(−2z)d

mPℓ(z)

dzm
+ (1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z)

= −mz(1− z2)−1(1− z2)m/2d
mPℓ(z)

dzm
+ (1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z)

= − mz

1− z2
Pm
ℓ (z) + (1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z)

(1− z2)m/2 d
m+1

dzm+1
Pℓ(z) =

d

dz
Pm
ℓ (z) +

mz

1− z2
Pm
ℓ (z) (A21)
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という関係を得る。この結果を用いて Pm
ℓ (z)を zで 2階微分すると

d2

dz2
Pm
ℓ (z) =

d

dz

[
− mz

1− z2
Pm
ℓ (z) + (1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z)

]
=

d

dz

[
− mz

1− z2

]
Pm
ℓ (z)− mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z)

+
d

dz

[
(1− z2)m/2

] dm+1

dzm+1
Pℓ(z) + (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

= − m

1− z2
Pm
ℓ (z)−mz(−1)(1− z2)−2(−2z)Pm

ℓ (z)− mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z)

+
m

2
(1− z2)m/2−1(−2z) d

m+1

dzm+1
Pℓ(z) + (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

=
−m+mz2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z) +

−2mz2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z)− mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z)

− mz

1− z2
(1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z) + (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

=
−m−mz2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z)− mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z)

− mz

1− z2
(1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z) + (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

ここで (A21)を使うと

d2

dz2
Pm
ℓ (z) = −m+mz2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z)− mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z)

− mz

1− z2

[
d

dz
Pm
ℓ (z) +

mz

1− z2
Pm
ℓ (z)

]
+ (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

= −m+mz2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z)− 2mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z)− m2z2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z) + (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

= −m+mz2 +m2z2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z)− 2mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z) + (1− z2)m/2 d

m+2

dzm+2
Pℓ(z)

よって

(1− z2)m/2 d
m+2

dzm+2
Pℓ(z) =

m+mz2 +m2z2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z) +

2mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z) +

d2

dz2
Pm
ℓ (z) (A22)

を得る。

3.)最後に (A20)に (1− z2)m/2をかけて (A21)と (A22)およびルジャンドル陪多項式の定義を代入
すると

0 = (1− z2)(1− z2)m/2 d
m+2

dzm+2
Pℓ(z)− 2(m+ 1)z(1− z2)m/2 d

m+1

dzm+1
Pℓ(z)

+ [ℓ(ℓ+ 1)−m(m+ 1)](1− z2)m/2 d
m

dzm
Pℓ(z)
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0 = (1− z2)
[
m+mz2 +m2z2

(1− z2)2
Pm
ℓ (z) +

2mz

1− z2
d

dz
Pm
ℓ (z) +

d2

dz2
Pm
ℓ (z)

]
− 2(m+ 1)z

[
d

dz
Pm
ℓ (z) +

mz

1− z2
Pm
ℓ (z)

]
+ [ℓ(ℓ+ 1)−m(m+ 1)]Pm

ℓ (z)

0 = (1− z2) d
2

dz2
Pm
ℓ (z) +

m+mz2 +m2z2

1− z2
Pm
ℓ (z) + 2mz

d

dz
Pm
ℓ (z)

− 2(m+ 1)z
d

dz
Pm
ℓ (z) +

−2(m2 +m)z2

1− z2
Pm
ℓ (z)

+ [ℓ(ℓ+ 1)−m(m+ 1)]Pm
ℓ (z)

0 = (1− z2) d
2

dz2
Pm
ℓ (z)

+ 2mz
d

dz
Pm
ℓ (z) + (−2mz − 2z)

d

dz
Pm
ℓ (z)

+
m+mz2 +m2z2

1− z2
Pm
ℓ (z) +

−2(m2 +m)z2

1− z2
Pm
ℓ (z) + [ℓ(ℓ+ 1)−m(m+ 1)]Pm

ℓ (z)

0 = (1− z2) d
2

dz2
Pm
ℓ (z)− 2z

d

dz
Pm
ℓ (z)

+

[
ℓ(ℓ+ 1) +

m+ (m2 +m)z2 − 2(m2 +m)z2 − (m2 +m)(1− z2)
1− z2

]
Pm
ℓ (z)

0 = (1− z2) d
2

dz2
Pm
ℓ (z)− 2z

d

dz
Pm
ℓ (z) +

(
ℓ(ℓ+ 1)− m2

1− z2

)
Pm
ℓ (z)

これは
d

dz

[
(1− z2) d

dz
Pm
ℓ (z)

]
=

d2

dz2
Pm
ℓ (z) +

d

dz

[
(−z2) d

dz
Pm
ℓ (z)

]
=

d2

dz2
Pm
ℓ (z)− 2z

d

dz
Pm
ℓ (z)− z2 d

2

dz2
Pm
ℓ (z)

= (1− z2) d
2

dz2
Pm
ℓ (z)− 2z

d

dz
Pm
ℓ (z)

より式 (104)と等価である。よってルジャンドル陪多項式はルジャンドル陪微分方程式の解である。
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A.13 遠心力ポテンシャル
動径方向のシュレディンガー方程式 (121)の第 3項が遠心力であることの説明。

L̂2の固有値が ℓ(ℓ+ 1)ℏ2であることより、この項は波動関数 ψ(r)に作用する演算子として
ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2µr2
ψ(r) =

L̂2

2µr2
ψ(r)

と書ける。以下、古典力学で中心力ポテンシャルを極座標表示すると、動径方向の運動エネルギー
以外に上の表式に対応する項があらわれ、遠心力と解釈できることを示す。

位置座標 rにある古典粒子（質量 µ）が中心力ポテンシャル V (r)中で運動している。エネルギー
Eは運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和なので

E =
1

2
µv2 + V (r) (A23)

角運動量は

L = µr × v

成分で書くと

Li = µϵijkrjvk

よって角運動量の 2乗は

L2 =
∑
i

LiLi

= µ2
∑
ijkℓm

ϵijkrjvkϵiℓmrℓvm

= µ2
∑
ijkℓm

ϵijkϵiℓmrjvkrℓvm

= µ2
∑
jkℓm

(δjℓδkm − δjmδkℓ)rjvkrℓvm

= µ2

(∑
jkℓm

δjℓδkmrjvkrℓvm −
∑
jkℓm

δjmδkℓrjvkrℓvm

)

= µ2

(∑
jk

rjvkrjvk −
∑
jk

rjvkrkvj

)
= µ2r2v2 − µ2(r · v)2

これより（r = |r|）
L2

µr2
= µv2 − µ

(r
r
· v
)2
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であるが、r/rは r方向の単位ベクトルなので、r · v/rは速度 vの r方向成分である。これを vr

と書くと
L2

µr2
= µv2 − µv2r

となるので、運動エネルギーは
1

2
µv2 =

1

2
µv2r +

L2

2µr2

と書ける。よって式 (A23)のエネルギーは

E =
1

2
µv2r +

L2

2µr2
+ V (r)

とかける。中心力では角運動量が保存するので、第 1項を（動径方向の）運動エネルギー、残り
を有効ポテンシャルと見做した rに関する 1次元運動と考えることができる。元のポテンシャル
V (r)に加えて、回転運動からくる

L2

2µr2

がポテンシャルに追加されている。この項は常に正であることから斥力であり、r方向の力を計算
すると

Fr = −
d

dr

L2

2µr2
=

L2

µr3

等速円運動の場合、v = rωで vと rが直交するので |L| = µr2ω、これを代入して

Fr =
(µr2ω)2

µr3
= µrω2 (等速円運動)

となり、遠心力を表していることがわかる。
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A.14 1/rのラプラシアン
公式 (129)

∇21

r
= −4πδ(r)

の説明。

ナイーブには、r ̸= 0のとき左辺が 0になることと、ガウスの定理より∫
∇21

r
dV =

∫
∇1

r
· ndS = −

∫
r

r3
· ndS = −

∫
1

r2
dS = −4πr2

r2
= −4π

より、r = 0の点で−4πδ(r)となることを示すが、この導出ではガウスの定理を特異性のある r/r3

という関数に使っており、厳密ではない。しかし最終的に同じ等式が得られるので、簡易的な説
明としてよく使われる。

そもそも左辺は r = 0で微分できないことから通常の関数として定義されておらず、超関数とし
て考える必要がある。超関数7は、テスト関数をかけて積分した値を返す汎関数（関数から数への
写像）として定義される。また、超関数の微分は、テスト関数の微分を通じて定義される。超関
数として定義した式 (129)の意味は、r = 0で正則な関数 f(r)を用いて∫

d3r
1

r
∇2f(r) = −4π

∫
d3rδ(r)f(r)

が成り立つことである。左辺のラプラシアンが f(r)にかかることに注意。右辺は

−4π
∫
d3rf(r)δ(r) = −4πf(0)

であるので、左辺がこれに等しいことを示す。原点を中心とした半径 ϵの球領域を Vϵ、全空間か
ら Vϵを引いたものを V ′

ϵ とすると∫
d3r

1

r
∇2f(r) =

∫
Vϵ

d3r
1

r
∇2f(r) +

∫
V ′
ϵ

d3r
1

r
∇2f(r)

右辺で ϵ→ 0の極限を取ると、第 1項は（f(r)が原点に特異性がないので）∼ 4πϵ3/3ϵとなり消え、∫
d3rf(r)∇21

r
= lim

ϵ→0

∫
V ′
ϵ

d3r
1

r
∇2f(r)

= lim
ϵ→0

∫
V ′
ϵ

d3r

[
∇ ·

{
1

r
∇f(r)

}
−
(
∇1

r

)
·∇f(r)

]
= lim

ϵ→0

∫
V ′
ϵ

d3r

[
∇ ·

{
1

r
∇f(r)

}
−∇ ·

{(
∇1

r

)
f(r)

}
+

(
∇21

r

)
f(r)

]
7超関数についてはライトヒル「フーリエ解析と超関数」（ダイヤモンド社）などを参照。
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V ′
ϵ では r ̸= 0なので第 3項は∇2r−1が常にゼロで消える。また、r ̸= 0より第 1,2項の被積分関数
に特異性はないのでガウスの定理と∇r−1 = −r/r3が使え、∫

d3rf(r)∇21

r
= lim

ϵ→0

∫
∂V ′

ϵ

dSn ·
[
1

r
∇f(r)− r

r3
f(r)

]
ここで ∂V ′

ϵ は半径 ϵの球面でnは ∂V ′
ϵ の法線ベクトルである。第 1項は（f(r)が原点に特異性が

ないので）ϵ→ 0で∼ 4πϵ2/ϵとなり消え、第 2項はn · r = rに注意すると∫
d3rf(r)∇21

r
= − lim

ϵ→0

∫
∂V ′

ϵ

dS
f(r)

r2

= − lim
ϵ→0

4πϵ2

ϵ2
f(r)||r|=ϵ

= −4πf(0)

となる。これは右辺に一致する。
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A.15 球ベッセル関数、球ノイマン関数の漸近形
球ベッセル関数、球ノイマン関数の r → 0での漸近形 (143)、(144) の説明。

演算子 z−1(d/dz)を zのべき乗に作用させると
(
1

z

d

dz

)
zn =


1

z
nzn−1 = nzn−2 (n ̸= 0)

0 (n = 0)

より、定数（n = 0）の場合は 0になるが、それ以外の場合 zのべきを 2減らす。球ベッセル関数
でこの演算子が作用するのは

sin z

z
=

1

z

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n

= 1 +
(−1)
3!

z2 +
(−1)2

5!
z4 + · · ·

であり、これは偶数べきのみを含んでいる。z−1(d/dz)を作用させると定数項が消え、残りの項の
べきが 2下り、全体として定数（z0）から始まる zの偶数べきの形になる。これを ℓ回繰り返して
も同様なので、zの最低次は定数になることがわかる。よって球ベッセル関数の定義で (−z)ℓをか
けると式 (143)が確認できる。具体的に係数を計算するには、(

1

z

d

dz

)
sin z

z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(
1

z

d

dz

)
z2n

=
∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)!
2nz2n−2

=
(−1)
3!

2 +
(−1)2

5!
4z2 + · · ·(

1

z

d

dz

)2
sin z

z
=

∞∑
n=2

(−1)n

(2n+ 1)!
2n(2n− 2)z2n−4

=
(−1)2

5!
4 · 2 + (−1)3

7!
6 · 4z2 + · · ·(

1

z

d

dz

)ℓ
sin z

z
=

∞∑
n=ℓ

(−1)n

(2n+ 1)!
2n(2n− 2) · · · (2n− 2(ℓ− 1))z2n−2ℓ

=
(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!
2ℓ(2ℓ− 2) · · · 2 +O(z2)
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となる。この定数は
(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!
2ℓ(2ℓ− 2) · · · 2 = (−1)ℓ 2ℓ(2ℓ− 2) · · · 2

(2ℓ+ 1)(2ℓ)(2ℓ− 1)(2ℓ− 2) · · · 3 · 2 · 1

= (−1)ℓ 1

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) · · · 3 · 1

= (−1)ℓ 1

(2ℓ+ 1)!!

とかける。ここで二重階乗は

(2n+ 1)!! =
n∏
k=0

(2k + 1) = (2n+ 1)(2n− 1) · · · 3 · 1, −1!! = 1

で定義される。よって式 (141)の球ベッセル関数 jℓ(z)の z → 0の振る舞いは

jℓ(z) = (−z)ℓ
(
1

z

d

dz

)ℓ(
sin z

z

)
= (−1)ℓzℓ

[
(−1)ℓ 1

(2ℓ+ 1)!!
+O(z2)

]
=

1

(2ℓ+ 1)!!
zℓ +O(z2)

となり、式 (143)の係数を決めることができる。

一方

cos z

z
=

1

z

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n−1

= z−1 +
(−1)
2!

z +
(−1)2

4!
z3 + · · ·

であり、これは奇数べきのみを含んでいる。z−1(d/dz)を作用させると全ての項のべきが 2下り、
z−3から始まる zの奇数べきの形になる。球ベッセル関数の場合と異なり、定数を含まないため最
低次数が小さくなることに注意。これを ℓ回繰り返すと zの最低次は z−1−2ℓになることがわかる。
よって球ノイマン関数の定義で−(−z)ℓをかけると式 (143)が確認できる。具体的には(

1

z

d

dz

)
cos z

z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(2n− 1)z2n−3

= (−1)z−3 +
(−1)
2!

1z−1 +
(−1)2

4!
3z1 + · · ·(

1

z

d

dz

)2
cos z

z
=

∞∑
n=2

(−1)n

(2n)!
(2n− 1)(2n− 3)z2n−5
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= (−1)(−3)z−5 +
(−1)
2!

1(−1)z−3 +
(−1)2

4!
3 · 1z−1 + · · ·(

1

z

d

dz

)ℓ
sin z

z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(2n− 1)(2n− 3) · · · (2n− 1− 2(ℓ− 1))z2n−1−2ℓ

= (−1)(−3) · · · (−1− 2(ℓ− 1))z−1−2ℓ +O(z1−2ℓ)

となる。最低次の係数は

(−1)(−3) · · · (−1− 2(ℓ− 1)) = (−1)(−3) · · · (1− 2ℓ)︸ ︷︷ ︸
ℓ個

= (−1)ℓ(2ℓ− 1)(2ℓ− 3) · · · 3 · 1

= (−1)ℓ(2ℓ− 1)!!

となる。よって式 (141)の球ノイマン関数 nℓ(z)の z → 0の振る舞いは

nℓ(z) = −(−z)ℓ
(
1

z

d

dz

)ℓ (cos z
z

)
= −(−1)ℓzℓ

[
(−1)ℓ(2ℓ− 1)!!z−1−2ℓ +O(z1−2ℓ)

]
= −(2ℓ− 1)!!z−ℓ−1 +O(z−ℓ+1)

となり、式 (143)の係数を決めることができる。
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A.16 完全反対称テンソルを使った角運動量の計算
完全反対称テンソル ϵijkと式 (172)の説明8

1) 添字 i, j, kは 1から 3の値をとる

2) ϵ123 = 1と定義

3) どの 2つの添字の入れ替えに対しても反対称（−符号が出る）

ϵijk = −ϵjik (i, jの入れ替え)

ϵijk = −ϵikj (j, kの入れ替え)

3)の性質より、同じ添字を含むものは 0になる。例えば、ϵiijの iと iを入れ替えると（同じ添字
を “入れ替え”ているので表記は変わらず−符号のみが出る）

ϵiij = −ϵiij
2ϵiij = 0

ϵiij = 0

よって 0でないのは i, j, k全てが異なる値になった場合のみ。2)の定義を用いると

ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = +1

ϵ321 = ϵ213 = ϵ132 = −1

であることがわかる。つまり

• 添字が 123の偶置換（1→ 2→ 3の順番に並んでいる）であれば+1

• 添字が 123の奇置換（3→ 2→ 1の順番に並んでいる）であれば−1

• それ以外（112、223、など全て）は 0

である。よく使う公式として

ϵijkϵmnk = δimδjn − δinδjm

がある。ここでダミー添字（繰り返し添字）は和をとる規約を採用する。
ϵijkを用いると外積は

(a× b)k = ϵijkaibj

8本文では虚数単位 i、無次元の角運動量演算子 j と区別するために添え字は a, b, cを用いたが、補足では一般的
によく使われる i, j, kなどを用いる。どちらでも結果は同じ。
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なので角運動量演算子は

L̂k = ϵijkr̂ip̂j

となる。角運動量の交換関係は（繰り返し添字は必ず他で使っていない文字を使う。左辺に i, jの
添字があるので、計算のどの段階でも右辺各項には i, j が一つずつあるはず。δabxa = xbなどを
使う。）

[L̂i, L̂j] = [ϵikℓr̂kp̂ℓ, ϵjmnr̂mp̂n]

= ϵikℓϵjmn[r̂kp̂ℓ, r̂mp̂n]

= ϵikℓϵjmn{r̂k[p̂ℓ, r̂mp̂n] + [r̂k, r̂mp̂n]p̂ℓ}

= ϵikℓϵjmn{r̂k[p̂ℓ, r̂m]p̂n + r̂m[r̂k, p̂n]p̂ℓ}

= ϵikℓϵjmn{r̂k(−iℏδℓm)p̂n + r̂miℏδknp̂ℓ}

= iℏ{−ϵikℓϵjmnδℓmr̂kp̂n + ϵikℓϵjmnδknr̂mp̂ℓ}

= iℏ{−ϵikℓϵjℓnr̂kp̂n + ϵikℓϵjmkr̂mp̂ℓ}

= iℏ{ϵikℓϵjnℓr̂kp̂n − ϵiℓkϵjmkr̂mp̂ℓ}

= iℏ{(δijδkn − δinδjk)r̂kp̂n − (δijδℓm − δimδjℓ)r̂mp̂ℓ}

= iℏ(δij r̂kp̂k − r̂j p̂i − δij r̂ℓp̂ℓ + r̂ip̂j)

= iℏ(r̂ip̂j − r̂j p̂i)

一方

iℏϵijkL̂k = iℏϵijk(ϵℓmkr̂ℓp̂m)

= iℏ(δiℓδjm − δimδjℓ)r̂ℓp̂m
= iℏ(δiℓδjmr̂ℓp̂m − δimδjℓr̂ℓp̂k)

= iℏ(r̂ip̂j − r̂j p̂i)

であるので、

[L̂i, L̂j] = iℏϵijkL̂k

と式 (172)を得る。同様に

[L̂2, L̂i] = [L̂jL̂j, L̂i]

= L̂j[L̂j, L̂i] + [L̂j, L̂i]L̂j

= L̂jiℏϵjikL̂k + iℏϵjikL̂kL̂j
= iℏϵjikL̂jL̂k + iℏϵkijL̂jL̂k (第 2項で kと jのダミー添字を付け替え)

= iℏϵjikL̂jL̂k − iℏϵjikL̂jL̂k (第 2項の ϵの添字を入れ替え)

= 0

と式 (173)、(174)、(175)も計算できる。
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A.17 角運動量代数と群論
一般化された角運動量の交換関係から導出した固有状態が半整数の jを許すことの説明。

ポイントのまとめ

• 物理系の対称性は群で表される9。

• 群の（局所的な）性質は微小変換を与える生成子の交換関係で決まる。

• 対称性に従う状態は群の規約表現（多重項）で分類できる。

• ３次元空間の回転を表す群は SO(3)で生成子は軌道角運動量演算子 L̂/ℏ。

• SO(3)の（一価）表現は角運動量の大きさ ℓ = 0, 1, 2, · · · で分類される10。空間回転の角運動
量（軌道角運動量）の固有状態としてシュレディンガー方程式から導かれるのはこれらの状
態のみ。

• 2次元複素ベクトルの “回転”を表す群は SU(2)で生成子はσ/2。

• SU(2)の表現はスピンの大きさ s = 0, 1
2
, 1, 3

2
, · · · で分類される。

• SO(3)と SU(2)の生成子の交換関係はどちらも [ĵi, ĵj] = iϵijk ĵk

⇒ 交換関係のみから導いた状態 |j,m⟩は SO(3)の表現（整数の j）だけでなく SU(2)の表現
（整数と半整数の j）も含むため、半整数の jが許される

位置ベクトル r（3次元実ベクトル）の空間回転変換は

r =

xy
z

→ r′ =

x
′

y′

z′

 = Rr

と 3× 3行列Rで表される。具体的に z軸まわりの角度 θの回転は

R =

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


のように書ける。これは 3成分実ベクトルの内積（(t)は転置）

(r(1), r(2)) = (r(1))tr(2) =
(
x(1) y(1) z(1)

)x
(2)

y(2)

z(2)

 = x(1)x(2) + y(1)y(2) + z(1)z(2)

9群論についての詳細は佐藤光「群と物理」（丸善）やH.ジョージアイ「物理学におけるリー代数」（吉岡書店）な
どの教科書を参照、ただしここでの説明は J.J.サクライ「現代の量子力学」（吉岡書店）３章の内容で十分。

10スピノル表現を用いると半整数の表現が可能であるが、これらは回転群の二価表現になっている。座標表示で波
動関数の一価性を課して得られるのは整数表現のみ。
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を不変に保つ変換行列で、3× 3直交行列（R−1 = Rtを満たす行列、Rtは転置）で表される：

(r(1), r(2)) = (r(1))tr(2) → (Rr(1))tRr(2) = (r(1))tRtRr(2) = (r(1))tr(2) = (r(1), r(2))

特に r(2) = r(1)のとき、(r(1), r(1)) = |r(1)|2つまりベクトルの長さを不変に保つので、回転を表す
ことがわかる。このような変換R（を抽象化したもの）を群論では SO(3)と呼ぶ（Sは行列式が 1

であること11、Oは直交行列 orthogonal matrix、3は 3× 3行列に由来）。空間回転の微小変換を
与える演算子は軌道角運動量 L̂/ℏであり12、3次元空間の回転の自由度 3（x軸まわり、y軸まわ
り、z軸まわり）に対応して 3つの演算子 L̂x、L̂y、L̂zがある。交換関係は[

L̂i
ℏ
,
L̂j
ℏ

]
= iϵijk

L̂k
ℏ

となり、これが SO(3)の（局所的な）性質を特徴づける。対称性に従う状態は群の規約表現が指
定する多重項に分類される。2つの状態が縮退する表現は二重項、3つの状態が縮退する表現は三
重項、のように、縮退する状態の数で多重項の名前が決まる。回転対称性の場合、多重項は量子
化された角運動量の大きさ ℓ = 0, 1, 2, · · · で指定され、ある ℓに対し 2ℓ + 1個のmの状態が縮退
するので

ℓ = 0 :一重項
ℓ = 1 :三重項
ℓ = 2 :五重項

...

が可能である。これらの状態は空間回転の角運動量（軌道角運動量）の固有状態としてシュレディ
ンガー方程式から導かれる球面調和関数で表現される。n重項は n成分ベクトルと n×n行列でも
表現できる。

2次元複素ベクトル aに対し、2× 2行列による変換

a =

(
a1

a2

)
→ a′ = Ua

を考える。特に内積（(†)はエルミート共役つまり転置複素共役）

(a, b) = a†b =
(
a∗1 a∗2

)(b1
b2

)
= a∗1b1 + a∗2b2

を不変に保つ変換は

(a, b) = a†b→ (Ua)†Ub = a†U †Ub = a†b = (a, b)

11直交行列の行列式は±1で、O(3)と SO(3)の生成子は同じで局所的な性質は同じ（大域的な性質に違いがある）。
12例えば z軸まわりの角度 θの回転は演算子 exp{−iθL̂z/ℏ}で与えられる。ただし指数関数の肩に演算子がある場
合は級数展開 ex =

∑
n x

n/n!で定義されているものとする。
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となる必要があるので（U †は転置複素共役つまりエルミート共役）、

U †U = 1 ⇔ U−1 = U †

を満たす行列、つまり 2× 2ユニタリー行列である。ここで

U0 = eiϕ

(
1 0

0 1

)
, ϕ ∈ R

のように単位行列と位相変換の積に比例するような行列も (U0)
−1 = U †

0 を満たすが、これはベク
トルの成分 a1, a2の比を変化させないのでここでは考えないことにすると13、2次元複素ベクトル
の内積を不変に保つ “回転”を

U−1 = U † かつ detU = 1

を満たす行列Uで表すことができる14。このような変換U（を抽象化したもの）を群論では SU(2)

と呼ぶ（Sは行列式が 1であること、Uはユニタリー行列 unitary matrix、2は 2× 2行列に由来）。
SU(2)の微小変換を与える演算子 ŝはパウリ行列（を抽象化したもの）を使って

ŝ =
σ

2

と書ける。これは一般に U を

U =

(
a b

c d

)
, a, b, c, d ∈ C

と書くと

U−1 =
1

detU

(
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

)

U † =

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)

より d = a∗, c = −b∗となり、SU(2)の行列は

U =

(
a b

−b∗ a∗

)
, detU = |a|2 + |b|2 = 1

と書けることから、U の独立な自由度は、a, bの 2つの複素数（実部と虚部がある）の自由度 4か
ら detU = 1の条件 1を引いた 3自由度であることがわかり、微小変換も 3つのパウリ行列で表現
できることがわかる。微小変換の演算子 sの交換関係は、パウリ行列の交換関係を使うことで

[ŝi, ŝj] = iϵijkŝk

13行列 U0 は U(1)変換で、U(2)=U(1)⊗SU(2)と分解して SU(2)だけ考えることに対応する。
14detU0 = e2iϕ ̸= 1であるので。
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となり、これが SU(2)の（局所的な）性質を特徴づける。SU(2)の多重項はスピンの大きさ s =

0, 1
2
, 1, 3

2
, · · · で指定され、ある sに対し 2s+ 1個のmsの状態が縮退するので

s = 0 :一重項
s =

1

2
:二重項

s = 1 :三重項
...

が可能である。

SO(3)と SU(2)は生成子の交換関係が同じであるので、局所同型という。交換関係を使って状態
を構成する方法では、元の群が SO(3)だったか SU(2)だったかは分からないので、最も一般的な
状態を構成すると、SO(3)の表現（実空間の回転変換から出る状態）以外に SU(2)の表現（複素
ベクトルの “回転”から出る状態）も導かれる。つまり、§3のシュレディンガー方程式から球面調
和関数を出す計算と、§5の交換関係 [ĵi, ĵj] = iϵijk ĵkから状態を構成する計算は、同じものを計算
しているのではなく、§5の方がより一般的な “回転”の下での変換を扱っており、SO(3)だけでな
く SU(2)の表現も |j,m⟩として得られたことがわかる。
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A.18 静電磁場のハミルトニアン
古典電磁気学で荷電粒子に対するローレンツ力を導くハミルトニアンの説明。

用語の確認

• 一般の電磁場：座標 r、時間 t両方に依存、E(r, t)、B(r, t)

• 静電磁場：時間 tに依存しない、E(r)、B(r)

• 一様電磁場：座標 r、時間 t両方に依存しない、強さは定数、E、B

静電磁場E(r)、B(r)中を運動する電荷Qの荷電粒子はローレンツ力を受けるので、運動方程式は

mQ
d2r

dt2
= Q

(
E(r) +

dr

dt
×B(r)

)
(A24)

である。静電磁場はスカラーポテンシャル ϕ(r)とベクトルポテンシャルA(r)を用いて（場が時
間 tに依存する場合は、電場にベクトルポテンシャルの時間微分項が必要）

E(r) = −∇ϕ(r), B(r) = ∇×A(r)

Ei(r) = −
∂ϕ(r)

∂ri
, Bi(r) =

3∑
j,k=1

ϵijk
∂Ak(r)

∂rj
(A25)

と書ける。式 (A24)をラグランジュ形式で記述するために必要なラグランジアン Lは

L =
mQ

2

(
dr

dt

)2

−Qϕ(r) +QA(r) · dr
dt

=
mQ

2

3∑
i=1

dri
dt

dri
dt
−Qϕ(r) +Q

3∑
i=1

Ai(r)
dri
dt

(A26)

であることを以下確認する。オイラー・ラグランジュ方程式は
d

dt

∂L

∂(dri/dt)
− ∂L

∂ri
= 0 (A27)

なので、第 1項を計算すると（最初の 2は 2乗されている dri/dtの微分が 2通りあるため）
d

dt

∂L

∂(dri/dt)
=

d

dt

(
mQ

2
2
dri
dt

+QAi(r)

)
= mQ

d2ri
dt2

+Q
d

dt
Ai(r)

= mQ
d2ri
dt2

+Q

(
∂

∂t
Ai(r) +

3∑
j=1

drj
dt

∂

∂rj
Ai(r)

)

= mQ
d2ri
dt2

+Q
3∑
j=1

drj
dt

∂Ai(r)

∂rj
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となる。ここで座標 rが時間 tに依存する場合の常微分の公式

d

dt
f(t, r) =

∂

∂t
f(t, r) +

3∑
j=1

drj
dt

∂

∂rj
f(t, r)

と静電場の場合はベクトルポテンシャルが時間に陽に依存しないこと（∂Ai/∂t = 0）を用いた。
式 (A27)第 2項は（微分する座標の添字が iなので L内で和をとる添字を jとして）

−∂L
∂ri

= − ∂

∂ri

[
−Qϕ(r) +Q

3∑
j=1

Aj(r)
drj
dt

]
= Q

∂ϕ(r)

∂ri
−Q

3∑
j=1

drj
dt

∂Aj(r)

∂ri

よって式 (A27)より

0 = mQ
d2ri
dt2

+Q
3∑
j=1

drj
dt

∂Ai(r)

∂rj
+Q

∂ϕ(r)

∂ri
−Q

3∑
j=1

drj
dt

∂Aj(r)

∂ri

mQ
d2ri
dt2

= −Q∂ϕ(r)
∂ri

−Q
3∑
j=1

drj
dt

(
∂Ai(r)

∂rj
− ∂Aj(r)

∂ri

)
ここで式 (A25)の磁場の定義と公式∑i ϵijkϵilm = δjlδkm − δjmδklを使うと

3∑
i=1

ϵilmBi(r) =
3∑

i,j,k=1

ϵilmϵijk
∂Ak(r)

∂rj
=

3∑
j,k=1

(δjlδkm − δjmδkl)
∂Ak(r)

∂rj

=
∂Am(r)

∂rl
− ∂Al(r)

∂rm

と書けることと、式 (A25)の電場の定義を用いると

mQ
d2ri
dt2

= QEi(r)−Q
3∑
j=1

drj
dt

3∑
k=1

ϵkjiBk(r)

= QEi(r) +Q

3∑
j,k=1

ϵijk
drj
dt
Bk(r)

= Q

(
E(r) +

dr

dt
×B(r)

)
i

となり、運動方程式 (A24)が得られる。ここで外積の定義 (A×B)i =
∑

j,k ϵijkAjBkを用いた。
次に式 (A26)をハミルトン形式で記述するために、座標 rの正準共役量 pを計算すると

pi =
∂L

∂(dri/dt)
= mQ

dri
dt

+QAi(r),
dri
dt

=
pi −QAi(r)

mQ
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となり、ハミルトニアンは

H =
3∑
i=1

pi
dri
dt
− L

=
3∑
i=1

[
mQ

dri
dt

+QAi(r)

]
dri
dt
−

[
mQ

2

3∑
i=1

dri
dt

dri
dt
−Qϕ(r) +Q

3∑
i=1

Ai(r)
dri
dt

]

=
mQ

2

3∑
i=1

dri
dt

dri
dt

+Qϕ(r)

=
mQ

2

3∑
i=1

pi −QAi(r)
mQ

pi −QAi(r)
mQ

+Qϕ(r)

=
[p−QA(r)]2

2mQ

+Qϕ(r)

となる。これがローレンツ力を運動方程式として導く古典力学のハミルトニアンである。ラグラ
ンジュ形式、およびハミルトン形式では、電磁場そのものではなくスカラーポテンシャルとベク
トルポテンシャルが式に現れる。

A.19 一様磁場のベクトルポテンシャル
一様磁場に対するベクトルポテンシャルの説明。

ベクトルポテンシャルとして

A(r) =
1

2
B × r (A28)

を選ぶ。磁場B自体が座標に依存しない場合でも対応するベクトルポテンシャルは rに依存する
ことに注意（そうでないと∇をかけると 0になる）。A(r)の各成分は

Ax(r) =
1

2
(Byz − Bzy), Ay(r) =

1

2
(Bzx− Bxz), Az(r) =

1

2
(Bxy − Byx)

となる。これを用いて式 (A25)右辺の各成分を計算すると（一様磁場なのでBの成分はどの座標
で微分してもゼロ）

(∇×A)x =
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
=

∂

∂y

(
1

2
(Bxy − Byx)

)
− ∂

∂z

(
1

2
(Bzx− Bxz)

)
=

1

2
Bx −

1

2
(−Bx)

= Bx

(∇×A)y =
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
=

∂

∂z

(
1

2
(Byz − Bzy)

)
− ∂

∂x

(
1

2
(Bxy − Byx)

)
=

1

2
By −

1

2
(−By)

= By

(∇×A)z =
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
=

∂

∂x

(
1

2
(Bzx− Bxz)

)
− ∂

∂y

(
1

2
(Byz − Bzy)

)
=

1

2
Bz −

1

2
(−Bz)

= Bz

53



となり正しく磁場が得られる。よって式 (A28)は一様磁場Bに対するベクトルポテンシャルになっ
ている。式 (A28)⇒一様磁場Bを示したが、一様磁場Bを導くベクトルポテンシャルは（ゲージ
変換の自由度があるので）式 (A28)だけに限られないことに注意。式 (A28)は対称ゲージと呼ば
れるゲージを選択した場合の結果である。成分の具体形を用いて

∇ ·A =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

=
∂

∂x

1

2
(Byz − Bzy) +

∂

∂y

1

2
(Bzx− Bxz) +

∂

∂z

1

2
(Bxy − Byx)

= 0

であることもわかる。

A.20 角運動量と磁気モーメント
古典電磁気学での角運動量と磁気モーメントの関係の説明。

電荷Qの粒子が半径 bの円周上を速度 vで円運動するとき（図 12左）、粒子が 1周するのにかか
る時間は 2πb/vなので、流れる円電流 I（単位時間当たりに通過する電荷量）は

I =
Qv

2πb

である。半径 bが十分小さい時、円電流 Iが作る磁場は、磁気モーメントの大きさ

µ = πb2I

の磁気双極子が作る磁場と等価である。円運動による角運動量の大きさは、位置ベクトル r（大
きさは常に bで動径方向）と運動量ベクトル pの向き（円の接線方向）が直交していることから
L = rp = bmvとなる。よって以下の結果を得る。

µ = πb2
Qv

2πb
=
Qvb

2
=
Qvbm

2m
=
QL

2m

r

v

L

Q

dO
d/2
+q

−q

−d/2

図 12: 左：円運動する荷電粒子。右：電気双極子。
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A.21 磁場中の磁気双極子のエネルギー
磁場B中の磁気モーメントµの磁気双極子のエネルギーがE = −µ ·Bとなることの説明。

以下、この問題と等価な電場E中の電気双極子（双極子モーメント p）の持つ静電エネルギーを
考える。電気双極子の中心を原点にとり、電荷+qが位置 d/2、電荷−qが位置−d/2にあるとす
れば（図 12右）電気双極子モーメントは p = qdとなる。外部電場Eに対応する位置 rでのスカ
ラーポテンシャルを ϕ(r)とすると、電気双極子の持つ静電エネルギー U は

U = qϕ(d/2)− qϕ(−d/2)

となる。双極子の大きさ |d|が十分小さい場合、テイラー展開ϕ(r) = ϕ(0)+∇ϕ(r)|r=0 ·r+O(r2)

より

U = q

[
ϕ(0) +∇ϕ(r)|r=0 ·

d

2

]
− q

[
ϕ(0) +∇ϕ(r)|r=0 ·

(
−d

2

)]
+O(d2)

= qd ·∇ϕ(r)|r=0 +O(d2)

= −p ·E +O(d2)

となる。よって電場中の電気双極子が持つエネルギーは−p ·Eで与えられる。
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A.22 テンソル積
演算子と状態のテンソル積の説明。

直感的な理解：記号⊗の前と後ろに独立なベクトルと演算子があり、⊗の前後でそれぞれ演算を
行う。固有値などはそれぞれの積になる。

位置ベクトルの具体例：位置 rAに質点A、位置 rBに質点Bがある 2質点系を考える。質点Aの
位置と質点Bの位置は独立に選べるので、全系の状態は、テンソル積

rAB ≡ rA ⊗ rB =

r
A
1

rA2

rA3

⊗
r

B
1

rB2

rB3


で指定できる。成分表示では

[rA ⊗ rB]ij = rAi r
B
j

と書かれ、i, jはそれぞれ独立に 1,2,3の値を取れるので 9個の成分がある。独立なベクトルを並
べて積をとったものをテンソルと呼び、2個のベクトルのテンソル積は 2階テンソル、n個のベク
トルのテンソル積は n階テンソルと呼ばれる。3× 3直交行列RAを用いて位置ベクトル rAを

rA → rA′ = RArA =

R
A
11 RA

12 RA
13

RA
21 RA

22 RA
23

RA
31 RA

32 RA
33


r

A
1

rA2

rA3


と変換すると、質点Aの座標を回転させることができる。RAは位置 rAにある状態を回転させる
演算子とみなすことができる。同様に rBの回転は

rB → rB′ = RBrB

である。質点Aと質点Bは独立に回転できるので、それぞれの座標の任意の回転は、テンソル積

RAB ≡ RA ⊗RB

で表現できる。テンソル積状態の変換は

RABrAB = RArA ⊗RBrB = rA′ ⊗ rB′

となり、変換後の状態は質点AがRAで、質点BがRBでそれぞれ回転されたものになる。変換
後の状態との内積をとると、

(rA′ ⊗ rB′) · (rA ⊗ rB) =
∑
i,j

rA′i r
B′
j r

A
i r

B
j =

∑
i

rA′i r
A
i

∑
j

rB′
j r

B
j = (rA′ · rA)(rB′ · rB)

と、それぞれの内積（スカラー）の積になる。上記をスピンなどのベクトル空間に一般化したも
のも同様にテンソル積と呼ぶ。
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