
A.16 完全反対称テンソルを使った角運動量の計算
完全反対称テンソル ωijkと式 (172)の説明8

1) 添字 i, j, kは 1から 3の値をとる
2) ω123 = 1と定義
3) どの 2つの添字の入れ替えに対しても反対称（→符号が出る）

ωijk = →ωjik (i, jの入れ替え)

ωijk = →ωikj (j, kの入れ替え)

3)の性質より、同じ添字を含むものは 0になる。例えば、ωiijの iと iを入れ替えると（同じ添字
を “入れ替え”ているので表記は変わらず→符号のみが出る）

ωiij = →ωiij
2ωiij = 0

ωiij = 0

よって 0でないのは i, j, k全てが異なる値になった場合のみ。2)の定義を用いると
ω123 = ω231 = ω312 = +1

ω321 = ω213 = ω132 = →1

であることがわかる。つまり
• 添字が 123の偶置換（1↑ 2↑ 3の順番に並んでいる）であれば+1

• 添字が 123の奇置換（3↑ 2↑ 1の順番に並んでいる）であれば→1
• それ以外（112、223、など全て）は 0

である。よく使う公式として
ωijkωmnk = εimεjn → εinεjm

がある。ここでダミー添字（繰り返し添字）は和をとる規約を採用する。
ωijkを用いると外積は

(a↓ b)k = ωijkaibj

8本文では虚数単位 i、無次元の角運動量演算子 j と区別するために添え字は a, b, cを用いたが、補足では一般的によく使われる i, j, kなどを用いる。どちらでも結果は同じ。
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なので角運動量演算子は
L̂k = ωijkr̂ip̂j

となる。角運動量の交換関係は（繰り返し添字は必ず他で使っていない文字を使う。左辺に i, jの
添字があるので、計算のどの段階でも右辺各項には i, j が一つずつあるはず。εabxa = xbなどを使う。）

[L̂i, L̂j] = [ωikωr̂kp̂ω, ωjmnr̂mp̂n]

= ωikωωjmn[r̂kp̂ω, r̂mp̂n]

= ωikωωjmn{r̂k[p̂ω, r̂mp̂n] + [r̂k, r̂mp̂n]p̂ω}

= ωikωωjmn{r̂k[p̂ω, r̂m]p̂n + r̂m[r̂k, p̂n]p̂ω}

= ωikωωjmn{r̂k(→i!εωm)p̂n + r̂mi!εknp̂ω}

= i!{→ωikωωjmnεωmr̂kp̂n + ωikωωjmnεknr̂mp̂ω}

= i!{→ωikωωjωnr̂kp̂n + ωikωωjmkr̂mp̂ω}

= i!{ωikωωjnωr̂kp̂n → ωiωkωjmkr̂mp̂ω}

= i!{(εijεkn → εinεjk)r̂kp̂n → (εijεωm → εimεjω)r̂mp̂ω}

= i!(εij r̂kp̂k → r̂j p̂i → εij r̂ωp̂ω + r̂ip̂j)

= i!(r̂ip̂j → r̂j p̂i)

一方
i!ωijkL̂k = i!ωijk(ωωmkr̂ωp̂m)

= i!(εiωεjm → εimεjω)r̂ωp̂m
= i!(εiωεjmr̂ωp̂m → εimεjωr̂ωp̂k)

= i!(r̂ip̂j → r̂j p̂i)

であるので、
[L̂i, L̂j] = i!ωijkL̂k

と式 (172)を得る。同様に
[L̂2, L̂i] = [L̂jL̂j, L̂i]

= L̂j[L̂j, L̂i] + [L̂j, L̂i]L̂j

= L̂ji!ωjikL̂k + i!ωjikL̂kL̂j

= i!ωjikL̂jL̂k + i!ωkijL̂jL̂k (第 2項で kと jのダミー添字を付け替え)

= i!ωjikL̂jL̂k → i!ωjikL̂jL̂k (第 2項の ωの添字を入れ替え)

= 0

と式 (173)、(174)、(175)も計算できる。
46


	Î찀믒Î케돘¤츀듰Á쌀꓈¥혀ꗩ¡ꘀꖱ¥쌀ꗈµ관쮡
	Ç저우´�¤츀삭¼
	2¼ꄀ뢵Êꌀ쇇¥�¥저ꗫ¶듖
	¥혀ꗩ¡ꘀꖱ¥쌀ꗈµ관쮡
	Ç저우´�¤츀뻵Â혀뛵´

	°벡¸딀쒴Ï숀뾶Æ뀀믒¤츀싥¿얪Êﴀ쮡
	¥케ꗟ¥ꗈ¥쬀ꖢ¥꓈²샏Åꨀ닲Ëꄀ꓎Éﰀ붬
	À렀삮¾쌀쳇±뮻»
	±뮻»툀꓎¸뒹´�
	¿뇩»묀믒¤츀룇Í관뻵Â
	¥케ꗟ¥ꗈ¥쬀ꖢ¥꓎¸윀춭¾싖¤저룇Í관ꖨ¥촀ꗫ¥글ꆼ
	¸윀춭¾싖¤츀떬³쨀쒾¸삭
	À렀삮¾쌀쳇±뮻»툀꓎¹퐀컳Í휀쇇
	º숀즸¡ꈀ놿Æ뀀컌±뮻»툀꓎¹퐀컳Í휀쇇
	º숀즸É봀벨¤츀쟈Æ뀀듘¿

	Ã뾴Î케뻬¤츀ꖷ¥ꗬ¥윀ꖣ¥ꖬ¡밀쫽Ä벰
	3¼ꄀ뢵¥뜀ꗥ¥ꗇ¥ꌀꗳ¥가ꆼÊﴀ쓸¼
	¶쬀뫂É렀꓈¥ꗗ¥ꖷ¥ꈀꗳ
	Ê턀뿴Ê가캥
	³턀엙Êﴀ룾¤츀쫽Ä벰¤저돑±뼀우Î
	³턀엙Ê턀뿴Ê가캥¤저꓎Êﴀ쓸¼뀀꓎²
	¤츀쫽Ä벰¤츀닲
	µ쳌Ä됀쿂´�
	Æ뀀럂Êﴀ룾¤츀ꖷ¥ꗬ¥윀ꖣ¥ꖬ¡밀쫽Ä벰
	¼꬀춳¤쨀㌀벡¸딀럏¡쨀쾢Â대룇Í관쏍¡
	µ싐¾츀냦¸촀랿¥�ꗆ¥ꖷ¥ꗫ¡쨀캥»똀룇Í관쏍¡

	¿쇇¸똀믒
	Ì싪À�쓪¤저쳜É
	½죷
	¥뜀ꗥ¥ꗇ¥ꌀꗳ¥가ꆼÊﴀ쓸¼
	Á눀뛡²꓈µ뿴Å렀뎫
	¥ꠀꗍ¥ꖮ¡밀뷠°찀꓈½찀신Å

	³턀놿Æ뀀컌¤저ꖹ¥퐀ꗳ
	Ì�즸
	³턀놿Æ뀀컌±뮻»툀꓎¸뒹´�
	À렀삮¾쌀쳇¡쨀뺺¹�ꇋ±뮻»
	¸윀춭¾싖
	¸윀춭¾싖¤츀떬³쨀늽
	¥뤀ꗔ¥
	¥뤀ꗔ¥뇩»묀믒
	¥뤀ꗔ¥㄀⼀㈀꓎¸윀춭¾싖
	°죌¤츀ꖹ¥퐀ꗳ1/2¾싖

	³턀놿Æ뀀컌¤저쪪Íﴀ뢽¾
	Ì�즸
	³뀀짴¼꜀뻬¤저떰Æ묀돑±뼀우Î
	À딀뻯¥밀ꆼ¥�ꗳ¸切닌
	³뀀짴¼꜀뻬¤저ꖹ¥퐀ꗳ
	¥ꆼ¥ꖢº퀀몹±뼀우

	³턀놿Æ뀀컌¤츀맧À
	Ì�즸
	³턀놿Æ뀀컌¤츀맧À
	2Å씀믒·케꓎¥뤀ꗔ¥

	À�우Ï
	Ì�즸
	À�우Ï쀀ꇊ½찀신¤가꓊¤ꐀ뻬¹ꇋ
	À�우¤쬀ꓨ¤룇Í관ꖨ¥촀ꗫ¥글ꆼ¤저룇Í관뻵Â혀꓎Ê턀늽
	Ä됀쿂¿똀우»툀꓈À�우
	À�우Ï쀀ꇊ½찀신¤가꒢¤뻬¹ꇋ
	¥뜀ꗥ¥뼀ꗫ¥꼀룺²

	Ê슭
	°찀쏖±뮻»툀꓎¸윀춭¾싖¤저쟈Æ뀀듘¿
	±뮻»툀꓎º숀즸É봀벨
	À렀삮¾쌀쳇±뮻»
	¿뇩»묀믒¤츀룇Í관쏍¤가죳½찀신¤윀꒢¤꒳¤
	¥가ꖦ¥뤀샑Ê
	¶쬀뫂É렀쫑¿꓎Ä븀룲º숀즸È豈쪬
	¶쬀뫂É렀꓎¥ꗗ¥ꖷ¥ꈀꗳ¡쨀쒾À�럗»묀ꇋ
	¶쬀뫂É렀꓎¥ꗗ¥ꖷ¥ꈀꗳ¡쨀럗Î찀ꗆ¥ꖽ¥ꇋ
	³턀놿Æ뀀컌±뮻»
	¸뒹¤뤀ꓫ±뮻»툀꓈Æ넀믾¸윀춭¾싖
	¥ꖸ¥ꗳ¥준ꗫÂ뼀맠¼
	¥ꖸ¥ꗳ¥준ꗫÇ죹Ê가쫽Ä벰
	±뾴Î케ꗝ¥였ꗳ¥뜀ꗣ¥
	1/r¤츀ꗩ¥휀ꗩ¥뜀ꖢ¥
	µꗙ¥쌀ꖻ¥듘¿ꆢµꗎ¥ꐀꗞ¥듘¿꓎Á눀뛡·
	´뀀솴È뼀싐¾츀ꗆ¥ꖽ¥ꓲ»저꓃¤뼀돑±뼀우Î찀꓎·휀뮻
	³턀놿Æ뀀컌Â뿴¤저랲Ï
	À씀업¼꜀뻬¤츀ꗏ¥�ꗫ¥저ꗋ¥ꈀꗳ
	°췍¼꜀뻬¤츀ꗙ¥꼀ꗈ¥ꗝ¥였ꗳ¥뜀ꗣ¥
	³턀놿Æ뀀컌¤저벧µꐀꗢ¡밀ꗡ¥ꗈ
	¼꜀뻬Ã꓎¼꜀떤Á퀀뛋»툀꓎¥ꠀꗍ¥ꖮ¡
	¥였ꗳ¥봀ꗫÀ


