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導入

ハミルトニアンの固有状態としての共鳴

散乱振幅の極としての共鳴
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ハドロンの分類
導入

全ての状態がQCDラグランジアンから出てくる
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バリオン ~ 150種 メソン ~ 210種

観測されているハドロン

観測されるハドロンはカラー１重項のみ
—> カラー閉じ込めの問題
フレーバー量子数は �  で記述できるもののみqqq/qq̄
なぜ �  状態が存在しないのか?qqq̄q̄, qqqqq̄, …
—> エキゾチックハドロンの問題
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テトラクォーク (Belle)
：Zb(10610), Zb(10650)

エキゾチックハドロンの候補
導入

ペンタクォーク (LHCb)
：Pc(4450), Pc(4380)

R. Aaij, et al., Phys. Rev. Lett. 115, 072001 (2015)

higher mass states are 9 and 12 standard deviations,
respectively.
Analysis and results.—We use data corresponding to

1 fb−1 of integrated luminosity acquired by the LHCb
experiment in pp collisions at 7 TeV center-of-mass
energy, and 2 fb−1 at 8 TeV. The LHCb detector [13]
is a single-arm forward spectrometer covering the
pseudorapidity range, 2 < η < 5. The detector includes a
high-precision tracking system consisting of a silicon-strip
vertex detector surrounding the pp interaction region [14],
a large-area silicon-strip detector located upstream of a
dipole magnet with a bending power of about 4 Tm, and
three stations of silicon-strip detectors and straw drift tubes
[15] placed downstream of the magnet. Different types of
charged hadrons are distinguished using information from
two ring-imaging Cherenkov detectors [16]. Muons are
identified by a system composed of alternating layers of
iron and multiwire proportional chambers [17].

Events are triggered by a J=ψ → μþμ− decay, requiring
two identified muons with opposite charge, each with
transverse momentum, pT , greater than 500 MeV. The
dimuon system is required to form a vertex with a fit
χ2 < 16, to be significantly displaced from the nearest pp
interaction vertex, and to have an invariant mass within
120 MeV of the J=ψ mass [12]. After applying these
requirements, there is a large J=ψ signal over a small
background [18]. Only candidates with dimuon invariant
mass between −48 and þ43 MeV relative to the observed
J=ψ mass peak are selected, the asymmetry accounting for
final-state electromagnetic radiation.
Analysis preselection requirements are imposed prior to

using a gradient boosted decision tree, BDTG [19], that
separates the Λ0

b signal from backgrounds. Each track is
required to be of good quality and multiple reconstructions
of the same track are removed. Requirements on the
individual particles include pT > 550 MeV for muons,
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FIG. 2 (color online). Invariant mass of (a) K−p and (b) J=ψp combinations from Λ0
b → J=ψK−p decays. The solid (red) curve is the

expectation from phase space. The background has been subtracted.
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FIG. 3 (color online). Fit projections for (a)mKp and (b)mJ=ψp for the reduced Λ" model with two Pþ
c states (see Table I). The data are

shown as solid (black) squares, while the solid (red) points show the results of the fit. The solid (red) histogram shows the background
distribution. The (blue) open squares with the shaded histogram represent the Pcð4450Þþ state, and the shaded histogram topped with
(purple) filled squares represents the Pcð4380Þþ state. Each Λ" component is also shown. The error bars on the points showing the fit
results are due to simulation statistics.
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Λb —> K- + Pc 

                               ↳ J/ψ(cc ̄) + p(uud)

ごく少数しか観測されていない。なぜ少ないのか？

Υ(5S) —> π± + Zb 

                                      ↳ Υ(nS)(bb̄) + π∓(ud̄/dū)

where Mmissð!þ !# Þ is the missing mass recoiling

against the !þ !# system calculated as Mmissð!þ !# Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðEc:m: # E&

!þ !# Þ2 # p&2
!þ !#

q
, Ec:m: is the center-of-mass

(c.m.) energy, and E&
!þ !# and p&

!þ !# are the energy

and momentum of the !þ !# system measured in the
c.m. frame. Candidate !ð5SÞ ! !ðnSÞ!þ !# events
are selected by requiring jMmissð!þ !# Þ # m!ðnSÞj<
0:05 GeV=c2, where m!ðnSÞ is the mass of an !ðnSÞ state
[7]. Sideband regions are defined as 0:05 GeV=c2 <
jMmissð!þ !# Þ # m!ðnSÞj< 0:10 GeV=c2. To remove
background due to photon conversions in the innermost
parts of the Belle detector we require M2ð!þ !# Þ>
0:20; 0:14; 0:10 GeV=c2 for a final state with an !ð1SÞ,
!ð2SÞ, !ð3SÞ, respectively.

Amplitude analyses of the three-body !ð5SÞ !
!ðnSÞ!þ !# decays reported here are performed by means
of unbinned maximum likelihood fits to two-dimensional
M2½!ðnSÞ!þ ( vs M2½!ðnSÞ!# ( Dalitz distributions.
The fractions of signal events in the signal region are
determined from fits to the corresponding Mmissð!þ !# Þ
spectrum and are found to be 0:937 ) 0:015ðstatÞ, 0:940 )
0:007ðstatÞ, 0:918 ) 0:010ðstatÞ for final states with!ð1SÞ,
!ð2SÞ,!ð3SÞ, respectively. The variation of reconstruction
efficiency across the Dalitz plot is determined from a
GEANT-based MC simulation [8] and is found to be small
except for the higherM½!ðnSÞ!) ( region. The distribution
of background events is determined using events from the
!ðnSÞ sidebands and found to be uniform (after efficiency
correction) across the Dalitz plot.

Dalitz distributions of events in the!ð2SÞ sidebands and
signal regions are shown in Figs. 1(a) and 1(b), respec-
tively, where M½!ðnSÞ!(max is the maximum invariant
mass of the two !ðnSÞ! combinations. This is used to
combine !ðnSÞ!þ and !ðnSÞ!# events for visualization
only. Two horizontal bands are evident in the !ð2SÞ!
system near 112:6 GeV2=c4 and 113:3 GeV2=c4, where
the distortion from straight lines is due to interference with
other intermediate states, as demonstrated below. One-
dimensional invariant mass projections for events in the

!ðnSÞ signal regions are shown in Fig. 2, where two peaks
are observed in the !ðnSÞ! system near 10:61 GeV=c2

and 10:65 GeV=c2. In the following we refer to these
structures as Zbð10 610Þ and Zbð10 650Þ, respectively.
We parametrize the !ð5SÞ ! !ðnSÞ!þ !# three-body

decay amplitude by

M ¼ AZ1
þ AZ2

þ Af0 þ Af2 þ Anr; (1)

where AZ1
and AZ2

are amplitudes to account for contribu-
tions from the Zbð10 610Þ and Zbð10 650Þ, respectively.
Here we assume that the dominant contributions come
from amplitudes that preserve the orientation of the spin
of the heavy quarkonium state and, thus, both pions in the
cascade decay !ð5SÞ ! Zb! ! !ðnSÞ!þ !# are emitted
in an Swave with respect to the heavy quarkonium system.
As demonstrated in Ref. [9], angular analyses support this
assumption. Consequently, we parametrize the observed
Zbð10 610Þ and Zbð10 650Þ peaks with an S-wave Breit-

Wigner function BWðs;M;"Þ ¼
ffiffiffiffiffiffi
M"

p

M2# s# iM"
, where we do

not consider possible s dependence of the resonance width.
To account for the possibility of !ð5SÞ decay to both
Zþ
b!

# and Z#
b!

þ , the amplitudes AZ1
and AZ2

are symme-
trized with respect to !þ and !# transposition. Using
isospin symmetry, the resulting amplitude is written as
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FIG. 1. Dalitz plots for !ð2SÞ!þ !# events in the (a) !ð2SÞ
sidebands; (b) !ð2SÞ signal region. Events to the left of the
vertical line are excluded.
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FIG. 2. Comparison of fit results (open histogram) with ex-
perimental data (points with error bars) for events in the !ð1SÞ
(a),(b), !ð2SÞ (c),(d), and !ð3SÞ (e),(f) signal regions. The
hatched histogram shows the background component.

PRL 108, 122001 (2012) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending

23 MARCH 2012

122001-3

A. Bondar, et al., Phys. Rev. Lett. 108, 122001 (2012)
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Figure 6: Fit to the cos ✓Pc-weighted mJ/ p distribution with three BW amplitudes and a
sixth-order polynomial background. This fit is used to determine the central values of the masses
and widths of the P+

c states. The mass thresholds for the ⌃+
c D

0 and ⌃+
c D

⇤0 final states are
superimposed.

to form bound states [29–31]. The masses of the Pc(4312)+ and Pc(4457)+ states are
approximately 5MeV and 2MeV below the ⌃+

c D
0 and ⌃+

c D
⇤0 thresholds, respectively, as

illustrated in Fig. 6, making them excellent candidates for bound states of these systems.
The Pc(4440)+ could be the second ⌃cD⇤ state, with about 20MeV of binding energy, since
two states with JP = 1/2� and 3/2� are possible. In fact, several papers on hidden-charm
states created dynamically by charmed meson-baryon interactions [32–34] were published
well before the first observation of the P+

c structures [1] and some of these predictions
for ⌃+

c D
0 and ⌃+

c D
⇤0 states [29–31] are consistent with the observed narrow P+

c states.
Such an interpretation of the Pc(4312)+ state (implies JP = 1/2�) would point to the
importance of ⇢-meson exchange, since a pion cannot be exchanged in this system [10].
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ハドロン励起状態の記述

通常の構造 エキゾチック構造

エ
ネ
ル
ギ
ー

内部励起

B
M

  対生成qq̄
多クォーク ハドロン分子

ハドロン励起状態の多様な構造

QCDでは �  以外の構造が自然に出てくる。qqq
- バリオンは �  とエキゾチック構造の重ね合わせqqq

導入

—> どのようにして異なる構造を区別するか？



!6- 励起状態はほとんど不安定 —> 共鳴状態の構造？

強い相互作用で不安定なハドロン
導入

- 強い相互作用に対し安定/不安定
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PDG2018：http://pdg.lbl.gov/ハドロンの共鳴状態

バリオン ~ 150種 メソン ~ 210種
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導入
原子核構造との関係

安定核 (~300), 不安定核 (~2000)

安定核

…アングルカメラ
　該当番号の解説図の視点を示しています。

中性子数
（横軸は同じ元素）

結合エネルギー

中性子ハロー

ベータ崩壊

中性子スキン

最も安定
（一番低い）

日本初の元素発見

アルファ崩壊

安定の島

ナトリウム 27～32
ヘリウム 8等

ヘリウム 6、リチウム 11、
ベリリウム 11,14、ホウ素 17,19
炭素 19等ヘリウム 6

ヘリウム 4

リチウム 6

陽子数
（元素の種類）

不安定核
未発見の原子核
理研で発見した原子核

鉄56
魔法数 20

ｒ過程、
超新星爆発

魔法数

113番元素

ウラン 235
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？
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銀
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C h a r t  o f  N u c l i d e s
　皆さんご存知の周期表は
元素を原子番号順に並べた表ですが、
性質の似た元素が縦に揃うよう工夫してあるため、
凹型という不思議な形状をしています。
　一方、核図表は単純に原子番号 (つまり陽子※2 の数 ) を縦軸に、中性
子※3 の数を横軸に並べた原子核の表です。原子核は陽子数と中性子数の
数によっておよそ 1万種類あると言われています。同じ陽子数（元素）で
も様々な中性子数の原子核が存在することがこの表からわかります。同
じ元素で、違った中性子数である元素を「同位元素※4」と言います。
　この表の " 高さ "、というか " 谷の深さ " はそれぞれの原子核の結合
エネルギーを示しています（低い方が強い)。結合力の強い安定核（黒）が、
あたかも谷筋を流れる川のようなので、これを「ハイゼンベルク※5 の
谷」と呼びます。

※ハイゼンベルクの谷の核図表※ハイゼンベルクの谷の核図表

監修：理化学研究所 仁科加速器研究センター
URL：http://www.nishina.riken.jp/
この表は2012年 7月現在のものです。
改訂版などの情報は上記サイトよりご確認ください。

　今から 137 億年前、ビッグバンによって私たちの宇宙は生まれました。でもそ
の時に存在した元素は水素とヘリウムだけ。それから３億年ほど経て星が生まれ
ると、その中で重い元素が創られ始め、星の終焉に起きる超新星爆発では、より重
い元素が一気に創られたと考えられています。私たちの体を含め、宇宙を構成す
る物質は全てこれらの元素から出来ています。一方、元素の本体は陽子と中性子
からなる原子核です。陽子と中性子の微妙なバランスからなる原子核の成り立ち
を調べることは、物質の起源を調べることにほかなりません。ここに示す核図表
は全ての原子核を示した地図であり、元素合成と宇宙の歴史も刻まれています。
原子核は果たしてどのように生まれたのか、またどのようなものなのか、核図表
を一緒に見てみましょう。

「全原子核の地図」核図表とは 私たちの体は星くずでできている原子核の大きさ
　縦軸は陽子数であり、元素の種類でもあります。下から上に向
かって陽子数が増えていくため、周期表の順番と一緒です。横軸は
中性子数で左から右に向かって中性子の数が増えていきます。つま
り横一線では同じ陽子数で、違う中性子数で構成される同位元素に
なります。
　黒い所は安定核※6 といい、天然に存在する原子核です。オレンジ
色の所はこれまでに発見・合成された原子核です。白い所は理論的
に存在するとされる原子核で未発見の原子核です。高さは結合エネ
ルギー※7 を表していて、高いほど原子核が不安定といえます。

核図表の見かた

真上からみた立体核図表
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　原子の大きさは約 1000 万分の１mm。最新鋭の顕微鏡でぎりぎり見え
る大きさです。しかし元素の本体は原子の中心にある原子核です。原子核
の大きさは原子のさらに 10 万分の１ですから、まったく見ることは出来
ません。たとえ見えなくても私たちは原子核が陽子 (＋の電気を持つ ) と
中性子 ( 電気を持たない ) という２種類の粒子の塊であることを知ってい
ます。

次世代の恒星ができる
（例えば太陽系）

恒星ができる

宇宙に散らばった
水素・ヘリウムが
重力でだんだん
集まってくる

恒星内で鉄までの元素が作られる

作られた元素が
宇宙にばらまかれる

この瞬間に
ウランまでの元素が
一気に作られる

超新星爆発

星間物質

星の終焉
例えばヘリウム 4では

原子核の表記方法

He4
2

例えば炭素 13では

と表す。（※右の核図表
では陽子数は省略）

C136

元素記号陽子+中性子数
陽子数

宇宙の始まり
137億年前

水素とヘリウムだけ
他の元素はない

ビッグバン

重力で
星間物質が

だんだん集まってくる

宇宙では常に元素合成を繰り返
しています。宇宙誕生時には水
素とヘリウムしかありませんで
した。それから３億年ほどで星
が誕生し、その星の内部や、星の
爆発で原子番号が大きい元素は
作られています。

下記核図表は見やすくするため高さを抑えて
表現してありますが、これくらい深い谷を示します。※1

陽
子
数

中性子数

1

5

6

4

2

3

ヘリウム4
×92
×143

陽子中性子

ウラン235

×2
×2

原子核は陽子と中性子の集合体でできてい

ます。例えばヘリウム 4 は 2 つの陽子と 2

つの中性子からなり、ウラン235は 92個

の陽子と 143 個の中性子からなっていま

す。陽子と中性子の数はそれぞれの原子核

ごとに安定する値があり、そのバランスが

崩れると原子核が壊れて別の原子核へと変

化していきます。

21 原子核＝陽子+中性子

9

8

仁科センターの森田浩介研究員らの

グループは世界でこれまで未確認だった

新しい113番元素の発見に成功しました。

新元素の発見は、目的とする原子核のできる確率が極端に小

さいためとても困難で、世界中でその発見を競っています。

113番元素の場合、亜鉛とビスマスの原子核同士を100兆

回も衝突させる必要がありました。この発見により、日本で初

めて元素の名前を付ける権利を得ることができそうです。

9 日本史上初の元素発見「113番元素」

線形加速器リニアック
（RILAC）からのビーム

入射粒子
原子番号30番

亜鉛
標的核

原子番号83番
ビスマス

励起状態
（高温の複合核）

279[113]*

基底状態の核
（目的核種）
278[113]

目的核種の娘核
274[111]

中性子を放出して冷却

アルファ崩壊核反応

時
間
経
過

原子核の構成要素

中性子

陽子

核図表で最も安定した元素は鉄 56 です。し

たがって鉄は谷の中で最も低い位置にあり

ます。宇宙での元素合成は水素・ヘリウムを

材料としてまずは恒星内の核融合反応に

よって進みます。あたかも山の頂に

あるような水素から鉄までは谷を

下るように合成されるのです。し

かし鉄より先は登りですから、何

らかの力を借りる必要があり、そ

の一つとして超新星爆発の力を借

りて谷を登るように合成されて

いったと考えられています。
（※大きな核図表は紙面の都合で谷の

スケールを低く調整してあり、

一方この核図表は一般的

な「ハイゼンベルクの谷」

を表現しています。）

10 鉄はターニングポイント

鉄56
（最も谷底にあり最も安定）

恒星内で進行した
核融合反応

超新星爆発での
原子核合成

水素

ウラン

↓

↓

10

11

7

原子核には色々な形が存在することがわかって

います。球状だけでなく、バナナ型やミカン型な

ど様々です。特に上記に示した原子核は特徴的

です。中性子スキンは過剰な中性子が原子核の

外にしみ出して中性子だけの皮を作っています。

中性子ハローはしみ出した中性子が大きく広

がってしまい、おぼろげに存在します。

65 塊だけじゃない─色々な原子核

中
性
子
ス
キ
ン

中
性
子
ハ
ロ
ー

※分割断面

周りが中性子で
覆われている 周りに中性子がおぼろげに存在

ウラン235,238
（最も重い安定核）

水素↓

　　本来、超重原子核は非常に不安定ですが、理論的に

このような離れた位置に安定核が存在するかもしれな

いとされています。このあたりに魔法数が存在すると思

われているからです。周りは全て不安定原子核の海のよ

うになっていることから、安定の島と呼ばれています。

8 安定の島

再び安定した原子核が
現れるかもしれない！？

鉄までの原子核は恒星内で生まれました。鉄より重い元素はど

のようにしてできたのでしょうか。これまでの研究でその半分

位は超新星爆発によってできたと考えられています。この時の

爆発的な元素合成の道筋が左図の青色のラインで、ｒ過程と呼

ばれます。超新星爆発の際に発生する大量の中性子を通常の原

子核が沢山取り込み、一気に重たい中性子過剰核へと変貌。途中

から中性子の取り込みと中性子が陽子に変わる反応（ベータ崩

壊）のバランスで複雑なラインを描くことになると考えられて

います。爆発が落ち着き中性子の供給が止まると、ベータ崩壊に

よってまさに谷を下るように安定核へと変化する道筋を緑色の

ラインで示しました。RIBF※8 ではこの中性子過剰核を作り、そ

れを調べる事ができます。

11 不安定核を介して鉄より重い元素が出来る

超新星爆発での
r過程の経路

鉄

中性子過剰になると
安定に向かう

水素

ウラン

↓

原子核はとても固く簡単には壊

せません。しかし不安定核はより

安定な原子核へと自らを変化さ

せます。その際に起きる現象を

「崩壊」と呼びます。崩壊にはアル

ファ (α)、ベータ (β)、ガンマ

(γ) の３種類あります。α崩壊は

左上図のように、原子核からヘリ

ウム原子核（陽子２、中性子２）が

飛び出す現象です。当然軽くなり

原子番号が２つ減ります。また飛

び出たヘリウム原子核をα線と

呼びます。β崩壊は左下図のよう

に、原子核内の中性子が陽子に変

化する反応です。その時、電子と

反ニュートリノを放出します。重さはほぼ変わりませんが、陽子がふえ

ますから、原子番号が１つ増えます。飛び出た電子をβ線と呼びます。

なお崩壊した直後の原子核は興奮して熱くなっています。これが冷え

る時に光を出します、この光をγ線と呼びます。

43 原子核の崩壊─アルファ崩壊、ベータ崩壊

ウラン238
放射性同位体

トリウム234
放射性同位体

α崩壊

α線（ヘリウム4）

ヘリウム6
放射性同位元素

リチウム6
安定同位元素

反ニュートリノ

β崩壊

β線（電子）

中性子→陽子

　　原子核の安定には陽子数と中性子数のバランスが大切

です。それとともに、陽子・中性子が好む数字があり、

これを魔法数と呼びます。今知られているのは

2、8、20、28、50、82、126です。

例えば、カルシウムは陽子数20

ですから魔法数です。そのため

バランスが崩れる程

中性子が多くても、

安定な原子核が

あるのが分かり

ます。

7 魔法数（マジックナンバー）

2
2

20

20

28

28

50

50

82

126

82

8

8

カルシウム

中性子が多くても
安定核が存在

ニッケル

スズ

鉛

酸素
ヘリウム

11

10

8

※断面図

※1「核図表」：誌面中央の核図表は都合で高さの違いが分かりにくいのですが、一般に「ハイゼンベルクの谷」は誌面左
上図のように深い谷で表現します。なお、深い谷にすると内側が見えなくなってしまう．．．というのが都合です。
※2,3「陽子」「中性子」：原子核はほぼ同じ重さの２種類の粒子で出来ています。プラス電荷を持つのが陽子、電荷を持た
ないのが中性子です。通常は原子核は電子で取り囲まれていて、その電子はマイナス電荷を持ち重さは陽子の約 2000 分

の１という軽さです。
※4：「同位元素」：同位体ともいいます。同位元素には放射性崩壊を起こす「放射性同位元素」（RI）と、崩壊しない「安
定同位元素」とがあります。
※5「ハイゼンベルク」：ドイツの理論物理学者、ヴェルナー・カール・ハイゼンベルク。行列力学と不確定性原理によって

量子力学を完成させた一人です。
※6「安定核」：崩壊しない原子核のことを安定核といいます。ただし、ウランなどのように半減期が地球の年齢よりも長
く採掘も可能なものは、この表では安定核としています。
※7「結合エネルギー」：陽子と中性子がバラバラではなく、結合し原子核になったときに失われるエネルギーを結合エネ

ルギーと言います。低い所にある原子核ほど失ったエネルギーが大きく壊れにくい、つまり安定になります。
※8「RIBF」：RI ビームファクトリー。理研仁科加速器研究センターの日本を代表する原子核研究施設の総称。 初
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- クラスター、ハロー原子核、エフィモフ効果
不安定核の構造
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共鳴の特徴づけ
導入

共鳴状態とは？

- 量子力学的の準安定な”状態”

- 時間がたつと崩壊する

様々な特徴づけ

- スペクトル、散乱断面積のピーク

- 位相差が � を切るエネルギーπ/2

- 散乱振幅の極

- 複素エネルギー固有状態

where Mmissð!þ !# Þ is the missing mass recoiling

against the !þ !# system calculated as Mmissð!þ !# Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðEc:m: # E&

!þ !# Þ2 # p&2
!þ !#

q
, Ec:m: is the center-of-mass

(c.m.) energy, and E&
!þ !# and p&

!þ !# are the energy

and momentum of the !þ !# system measured in the
c.m. frame. Candidate !ð5SÞ ! !ðnSÞ!þ !# events
are selected by requiring jMmissð!þ !# Þ # m!ðnSÞj<
0:05 GeV=c2, where m!ðnSÞ is the mass of an !ðnSÞ state
[7]. Sideband regions are defined as 0:05 GeV=c2 <
jMmissð!þ !# Þ # m!ðnSÞj< 0:10 GeV=c2. To remove
background due to photon conversions in the innermost
parts of the Belle detector we require M2ð!þ !# Þ>
0:20; 0:14; 0:10 GeV=c2 for a final state with an !ð1SÞ,
!ð2SÞ, !ð3SÞ, respectively.

Amplitude analyses of the three-body !ð5SÞ !
!ðnSÞ!þ !# decays reported here are performed by means
of unbinned maximum likelihood fits to two-dimensional
M2½!ðnSÞ!þ ( vs M2½!ðnSÞ!# ( Dalitz distributions.
The fractions of signal events in the signal region are
determined from fits to the corresponding Mmissð!þ !# Þ
spectrum and are found to be 0:937 ) 0:015ðstatÞ, 0:940 )
0:007ðstatÞ, 0:918 ) 0:010ðstatÞ for final states with!ð1SÞ,
!ð2SÞ,!ð3SÞ, respectively. The variation of reconstruction
efficiency across the Dalitz plot is determined from a
GEANT-based MC simulation [8] and is found to be small
except for the higherM½!ðnSÞ!) ( region. The distribution
of background events is determined using events from the
!ðnSÞ sidebands and found to be uniform (after efficiency
correction) across the Dalitz plot.

Dalitz distributions of events in the!ð2SÞ sidebands and
signal regions are shown in Figs. 1(a) and 1(b), respec-
tively, where M½!ðnSÞ!(max is the maximum invariant
mass of the two !ðnSÞ! combinations. This is used to
combine !ðnSÞ!þ and !ðnSÞ!# events for visualization
only. Two horizontal bands are evident in the !ð2SÞ!
system near 112:6 GeV2=c4 and 113:3 GeV2=c4, where
the distortion from straight lines is due to interference with
other intermediate states, as demonstrated below. One-
dimensional invariant mass projections for events in the

!ðnSÞ signal regions are shown in Fig. 2, where two peaks
are observed in the !ðnSÞ! system near 10:61 GeV=c2

and 10:65 GeV=c2. In the following we refer to these
structures as Zbð10 610Þ and Zbð10 650Þ, respectively.
We parametrize the !ð5SÞ ! !ðnSÞ!þ !# three-body

decay amplitude by

M ¼ AZ1
þ AZ2

þ Af0 þ Af2 þ Anr; (1)

where AZ1
and AZ2

are amplitudes to account for contribu-
tions from the Zbð10 610Þ and Zbð10 650Þ, respectively.
Here we assume that the dominant contributions come
from amplitudes that preserve the orientation of the spin
of the heavy quarkonium state and, thus, both pions in the
cascade decay !ð5SÞ ! Zb! ! !ðnSÞ!þ !# are emitted
in an Swave with respect to the heavy quarkonium system.
As demonstrated in Ref. [9], angular analyses support this
assumption. Consequently, we parametrize the observed
Zbð10 610Þ and Zbð10 650Þ peaks with an S-wave Breit-

Wigner function BWðs;M;"Þ ¼
ffiffiffiffiffiffi
M"

p

M2# s# iM"
, where we do

not consider possible s dependence of the resonance width.
To account for the possibility of !ð5SÞ decay to both
Zþ
b!

# and Z#
b!

þ , the amplitudes AZ1
and AZ2

are symme-
trized with respect to !þ and !# transposition. Using
isospin symmetry, the resulting amplitude is written as
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FIG. 1. Dalitz plots for !ð2SÞ!þ !# events in the (a) !ð2SÞ
sidebands; (b) !ð2SÞ signal region. Events to the left of the
vertical line are excluded.
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FIG. 2. Comparison of fit results (open histogram) with ex-
perimental data (points with error bars) for events in the !ð1SÞ
(a),(b), !ð2SÞ (c),(d), and !ð3SÞ (e),(f) signal regions. The
hatched histogram shows the background component.
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Fig. 2. Data on ⇡⇡ ! ⇡⇡ scattering phase shifts: Protopopescu et al. from [31], Grayer et al. from [33] (Solution B also from [32]), Estabrooks and Martin
from [35], Kaminski et al. from [36]. Left panel: The scalar–isoscalar phase shift �

(0)
0 . Note the very large differences due to systematic uncertainties, which

exist even within data sets from the same experimental collaboration [33] (Something similar happens with [31], but we only show the most commonly
used and consistent data set). Please note that there is no Breit–Wigner-like sharp increase of 180° on the phase between threshold and 800 MeV. Such
sharp phase increase is seen around 980 MeV, corresponding to the f0(980) meson, although starting over a background phase of about 100°. Right panel:
For comparison we also show the vector–isovector �1 phase shift, where the ⇢(770) resonance can be seen to follow the familiar Breit–Wigner shape [40]
to a very good degree of approximation.

2 waves can be found in [37]. In principle ⇡⇡ ! ⇡⇡ scattering data can be extracted from ⇡N ! ⇡⇡N because in
certain kinematic regions the latter is dominated by the one-pion exchange process. Together with the initial pion and the
two pions in the final state, this exchanged pion forms the ⇡⇡ ! ⇡⇡ subsystem. This amplitude has to be extracted
through a complicated analysis in which some background mechanisms (like absorption, A1 exchange, etc.) have to be
modeled. This technique has ambiguities that can lead to different solutions for the scattering amplitude. These are due,
for instance, to the fact that in certain energy regions one is only sensitive to the S-wave from the S–P interference, which
essentially determines the |�0

0 ��1/2�⇡/4| phase shift combination. Thus a two-fold ambiguity appears even if the P-wave
is known (this one is called up–down or top-down ambiguity), or a four-fold ambiguity for the overall amplitude. We will
only show here data once these ambiguities have been resolved. In Section 2.2.2 we will comment on how later reanalyses
with polarized targets and the use of dispersive formalisms settled this issue [36,38]. A detailed account of the method to
extract meson–meson amplitudes and a partial resolution of these ambiguities before the use of dispersive techniques can
be found in the textbook [39]. However, even within the same ambiguity solution the results are plagued with systematic
uncertainties that are due to the use of different models to isolate the ⇡⇡ ! ⇡⇡ amplitude. Actually, even within the same
experimental collaboration, and thus using the same⇡N ! ⇡⇡N data, different and even conflicting data sets of⇡⇡ ! ⇡⇡
data have been provided. For instance, in the same publication of Grayer et al. [33] by the CERN-Munich Collaboration, five
different sets of ⇡⇡ ! ⇡⇡ data are shown, labeled A to E, and some of them are incompatible with the others, as can
be seen in Fig. 2. Moreover, with the notable exceptions of [31,34], it seems that providing Tables with their results was
not fashionable in those days and that only very vague statements about systematic uncertainties were made. Sometimes,
as in [33], statistical uncertainties were provided for each set of solutions. However, since these data sets are incompatible
among themselveswithin statistical uncertainties, the differences between sets should be interpreted as an indication of the
systematic uncertainty. As an example, the left panel of Fig. 2 displays the data on ⇡⇡ ! ⇡⇡ scattering phase shifts of the
scalar–isoscalar wave. Note the large differences even within data sets coming from the same experiment [33] (Solution B
was published first in [32]) due to systematic uncertainties. Something similar happenswith [31], butwe only show themost
commonly used data set, since it will be seen later that the others are even more inconsistent with fundamental dispersive
constraints.

Another relevant indication of the interest on⇡⇡ scattering in the early seventies was the appearance of Ke4 experiments
[41,42]. These correspond to the K ! ⇡⇡e⌫ decay and provide an indirect measurement of the �0

0 � �1 phase combination
well below 500 MeV, a region that could not be reached with ⇡N ! ⇡⇡N experiments. At that time these low energy data
were not very determinant in the � discussion, but we will see that recent Ke4 experiments have actually been decisive to
enter the precision era for light scalars.

At this point, and in view of Fig. 2 it is important to emphasize that the � is so wide that right from the very beginning it
was clear that the familiar Breit–Wigner description [40], valid for narrow isolated resonances, is not appropriate to describe
the S-wave data. Indeed, note in Fig. 2 that there is no isolated Breit–Wigner shape around 500–600 MeV, corresponding to
a � or f0(500) resonance. This means that the � resonance does not appear as a peak in the ⇡⇡ ! ⇡⇡ cross section nor
in many other amplitudes which contain in the final state two pions with the quantum numbers of the f0(500). Of course,
a Breit–Wigner-like shape over a background phase of about 100° is seen around 980 MeV in Fig. 2, corresponding to the

ρ
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- チャンネル結合問題 (P+Q)
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2.5

導入
共鳴状態の分類

1) 形状（ポテンシャル）共鳴

2) フェッシュバッハ共鳴

- ポテンシャル障壁 : E>0
- トンネル効果で不安定

- Qの束縛状態: EQ<0, EP>0
- チャンネル遷移により不安定

トンネル効果

チャンネル遷移
両者は区別できるか？どのように？
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導入
ガモフ理論

� 崩壊の理論（ガモフ因子など）の論文α
G. Gamow, Z. Phys. 51, 204 (1928)

208 O. Gamow, 

So sehen wir, dab die Amplitude der durchgegangenen Welle um so 
kleiner ist, ie klelner die Gesamtenergie ~ ist, und zwar spielt der 
Faktor : 

~ .  ~ 1/Voo _ E. ~ e - l k t  ~ e h 

in dieser Abhangigkeit die wichtigste Rolle. 
w 3. Jetzt k(innen wit das Problem fiir zwei symmetrische Potential- 

schwellen (Fig. 3) 15sen. Wir werden zwei Liisungen suchen. 
Eine L~sung sell ~ r  positive q gelten und fiir q ~ qo ~- I die 

Welle : 
2t e* 

geben. Die andere L~sung gilt ~iir negative q und gibt lfir q ~ - -  (qo + / )  
die Welle 

21. : ( ~ t  + q" ' -~  

Dann kSnnen wir die beiden L~sungen an der Grenze q - -  0 niehf 
stetig aneinanderfiigen, denn wlr haben bier zwei Grenzbedingungen zu 

~ s  

q( 

// 

~r 

e 

Fig. 3. 

effiillen und nur eine Konstante a zur Ver~gung. Die physikalisehe 
Ursaehe dieser UnmSglichkeit ist, dal~ die aus diesen zwei Liisungen 
konstruierte W-Funktlon dem Erhaltungssatz 

+ (qo +/) 
O---/Oj" _._ _--h 

- -  (qo + l)  
nicht genfigt. 

Um diese Schwierigkeit zu ilberwinden, miissen wir annehmen, dal] 
die Schwingungen ged~mpft sin(t, und E komplex setzen: 

hZ 

we E o die gewShnliche Energie ist und 9[ das D~mpfungsdekrement 
(Zer~allskonstante). ])ann sehen wir aber aus den Relationen (2 a) und (2 b), 

- 時間依存性（符号に注意）：確率が時間とともに減衰する

206 6. Gamow, 

hSher die zu tiberwindende Potentialschwelle ist. Um diese Tatsache 
zu erl~utern, wollen wir ein einfaches Beispiel untersuchen. 

Wir haben eine rechteckige Potentialschwelle und wit wollen die 
LSsung der Sch rSd inge r schen  Gleichung linden, welche den Durchgang 
der Partikel yon rechts nach links darstellt. Ftir die Energie E schreiben 
wir die Wellenfunktion $ in der folgenden Form: 

= ~ ( q ) .  e+ ~-~, 
wo ~ (q) der Amplitudengleichung : 

O '~ *; 8 a: 2 m 
O q' + ---fV- ( E -  U) ~ ~--- 0 (1) 

geniigt. 
Fiir das Gebiet I haben wir die L(isung 

~ - -  A cos  (k q + ~), 

wo .4. und a zwei beliebige Konstanten sind und 

k _--  2 ~ ~ /2 -~   9 1 / E  (2 a) 
h 

bedeutet. In dem Gebiet I I  lantet die LSsung 
~t-rlI _.7_ Ble-k 'q  + B~e+k'q, 

WO 

ist. 
h 

An der Grenze q ----- 0 gelten die Bedingungen: 

la~'T] [o~,q 
~PI(O) ~ ~w(O) und [ - ~ q  3 q = o ~  [ Oq Jq=o'  

woraus wir leicht 
A A 

B1 - -  2 s i n g S i n ( a + # ) ;  B 2 - -  2 sin @ Sin (u - -  #) 

erhalten, wo 
1 

sin # ~ - -  
1 + \ k ' /  

is~. 
Die Liisung im Gebie~ l [  lautet daher: 

A 
~lrlI - -  2 sin ~ [sin (c~ + #) .  e -  k, q _ sin (e, - -  #) e+ k, q]. 

In I I I  haben wir wieder: 

(2 b) 

W m  ~ C cos (k q +/~).  

∝ e+iE0t/ℏe−(λ/2)t, |ψ |2 ∝ e−λt

- 固有エネルギーの虚部を手で導入

- 問題点：固有運動量 �  も複素数p
3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

-0.5

R
e 
ψ

 [b
-1

/2
]

86420
x [b]

Ψ → eipr = eiRe[p]re−Im[p]r

振動 発散
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導入

ハミルトニアンの固有状態としての共鳴

散乱振幅の極としての共鳴

まとめ

目次

目次

http://www.comp.tmu.ac.jp/hyodo/publication/Tohoku_Note2.pdf

http://www.comp.tmu.ac.jp/hyodo/publication/Tohoku_Note1.pdf

http://www.comp.tmu.ac.jp/hyodo/publication/Tohoku_Note1.pdf
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井戸型ポテンシャル問題
ハミルトニアンの固有状態としての共鳴

１次元量子力学（� 、３次元の動径方向）ℏ = 1, m = 1

−
1
2

d2ψ(r)
dr2

+ V(r)ψ(r) = Eψ(r)

- 井戸型ポテンシャル

V(r) = {−V0 (0 ≤ r ≤ b)
0 (b < r)

- 散乱解（ � 、連続固有状態、境界条件 � ）E > 0 ψ(r = 0) = 0

ψ(r) =
sin( 2(E + V0)r) (0 ≤ r ≤ b)

A−(p)e−i 2Er + A+(p)e+i 2Er (b < r)

散乱解は規格化できない

V0

b r
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束縛解
ハミルトニアンの固有状態としての共鳴

束縛解（� 、離散固有状態）E < 0
- 固有運動量 �  は純虚数p = 2E

p = iκ, κ > 0

- �  の波動関数b < r

ψ(r) = A−(p)e+κr + A+(p)e−κr

- 境界条件 �  より、�ψ(r → ∞) = 0 A−(p) = 0

離散固有状態の境界条件：� で外向きの波のみr → ∞

- � ：外向き（ �  が増える方向）の波e−κr = e+ipr r

e+κr

e−κr
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共鳴解
ハミルトニアンの固有状態としての共鳴

束縛解の純虚数の運動量 �p = iκ
- 物理的な運動量 �  は実数p
- 束縛状態は運動量を純虚数に解析接続して得られた解

共鳴解は無限個存在する

p [b-1] E = p2/2 [b-2]

束縛状態 +3.68i -6.78
第１共鳴 1.06-1.02i 0.05-1.08i
第２共鳴 6.28-1.41i 18.8-8.86i

共鳴解：運動量 �  を複素数に解析接続した解p

- 境界条件は「外向きの波のみ」： �A−(p) = 0
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導入

ハミルトニアンの固有状態としての共鳴

散乱振幅の極としての共鳴

まとめ

目次

目次

http://www.comp.tmu.ac.jp/hyodo/publication/Tohoku_Note2.pdf

http://www.comp.tmu.ac.jp/hyodo/publication/Tohoku_Note1.pdf

http://www.comp.tmu.ac.jp/hyodo/publication/Tohoku_Note1.pdf
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ヨスト関数、S行列、散乱振幅
散乱振幅の極としての共鳴

散乱の波動関数の漸近形（運動量 �  、角運動量 �  ）p ℓ = 0

ψp(r) → J(p)e−ipr − J(−p)e+ipr (r → ∞)

- ヨスト関数 � ：内向きの波 �  の振幅J(p) e−ipr

S行列：入射波（内向き）がどれだけ散乱（外向き）されたか

s(p) =
J(−p)
J(p)

散乱振幅

f(p) =
s(p) − 1

2ip
=

J(−p) − J(p)
2ipJ(p)

J.R. Taylor, Scattering theory (Wiley, New York, 1972)
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共鳴条件
散乱振幅の極としての共鳴

「外向きの波のみ」の条件

ψp(r) → [J(p)e−ipr − J(−p)e+ipr] (r → ∞)

- ヨスト関数のゼロ点 �  ただし �  は複素数J(pR) = 0 pR

S行列の極（発散するエネルギー、分母のゼロ点）

s(pR) =
J(−pR)
J(pR)

→ ∞

散乱振幅の極

f(pR) =
J(−pR) − J(pR)

2ipRJ(pR)
→ ∞
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複素エネルギーとリーマン面
散乱振幅の極としての共鳴

エネルギーと運動量の関係

E =
p2

2μ

- 運動量を複素数にする： �p = |p |eiθp

=
|p |2

2μ
e2iθp

= |E |eiθE

運動量の関数はエネルギーのリーマン面２枚が必要

- �  が �  のとき �  は �θp 0 → 2π θE 0 → 4π

- �  と �  は（ �  と �  ）同じ複素エネルギーを表すp −p θp θp + π
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運動量とエネルギーの固有値
散乱振幅の極としての共鳴

複素運動量平面と複素エネルギー平面

- ヨスト関数の性質 � ：�  が解なら �  も解J(p) = J(−p*) p −p*

Re

R

pIm

V

B

R

Im

ReB

E1st sheet Im

ReV

R

R
E2nd sheet

- 束縛状態(B)：純虚数の解（� ）p = − p*

共鳴状態(R)：複素数の解（� はanti-resonance）−p*
- 第２リーマン面の第４象限に存在
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運動量とエネルギーの固有値
散乱振幅の極としての共鳴

井戸型ポテンシャルの場合（ �  のプロット）1/J(p)

-5 0 5 1 0

-4

-2

0

2

4

-1 0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
-2 0

-1 5

-1 0

-5

0

5

エネルギー（第２リーマン面）運動量

B

R1R̄1

R1
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位相差への影響
散乱振幅の極としての共鳴

共鳴運動量 �  の近くの実数の運動量 �  に対してpR p

J(p) = J(pR) +
dJ(p)

dp
pR

(p − pR) + ⋯ ≃ J′�(pR) ⋅ (p − pR)

�  の近くで位相差が急速に増大し �  を切るp = Re pR π/2

δ(p) =
1
2

arg s(p) = ⋯ ≃ − arg J′�(pR) − arg(p − pR)

散乱位相差 �s(p) = e2iδ(p)

定数
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共鳴状態：ハミルトニアンの離散固有状態

共鳴状態：散乱振幅の極

まとめ
まとめ

- ヨスト関数のゼロ点 = 散乱振幅の極

- 束縛状態：固有運動量を純虚数にした解
- 共鳴状態：固有運動量を複素数にした解

- 理想的な場合に位相差が� を切るπ/2
- 複素エネルギー平面の第２リーマン面に存在

- どちらも同じ境界条件「外向きの波のみ」


